
Глава 7

Логики с аксиомами для ролей

До сих пор мы расширяли ДЛ ALC путем расширения синтаксиса концептов или ролей. Теперь мы
рассмотрим расширения другого вида — а именно логики, в которых помимо аксиом для концептов (со-
ставляющих TBox) имеются аксиомы для ролей (составляющие RBox). Как и прежде, будем указывать
букву, отвечающую рассматриваемому расширению.

(H) иерархия ролей: допускаются аксиомы вида R v S, где R,S — произвольные роли.

(S) транзитивные роли: допускаются аксиомы вида Tr(R), где R — произвольная роль.

Замечание 7.1. Буква H, как обычно, добавляется к имени логики; буква же S пишется вместо букв
ALC. Так, например, логика ALC с обратными ролями (I) и иерархией ролей (H) обозначается как
ALCHI, а если расширить ее транзитивными ролями (S), то логика будет называться SHI.

Семантика аксиом: если I — интерпретация, то по определению полагаем:

I |= R v S ⇐⇒ RI ⊆ SI ,
I |= Tr(R) ⇐⇒ отношение RI является транзитивным.

Аксиому эквивалентности ролей R ≡ S можно считать сокращением для двух аксиом R v S и S v R.
С помощью иерархии ролей можно выразить симметричность роли R — в виде аксиомы R v R−.

Определение 7.1. Конечное множество R аксиом вида R v S и Tr(R) называется терминологией ролей
или RBox. При наличии аксиомы R v S в R говорят, что R является подролью S, а S — надролью R в R.

Пара (R, T ), состоящая из RBox R и TBox T , называется терминологией (концептов и ролей). Тройка
K = (R, T ,A), состоящая из RBox R, TBox T и ABox A, называется базой знаний.

Понятия модели базы знаний, выполнимости базы знаний, выполнимости концепта C относительно
терминологии (R, T ) и т.п. вводятся по аналогии с данными ранее определениями 2.3, 3.2, 3.3.

Пример 7.1. При описании генеалогического древа используются роли hasChild (ребенок) и hasParent
(родитель), а также их транзитивные замыкания hasDescendant (потомок) и hasAscendant (предок), соот-
ветственно. Их можно описать следующими аксиомами RBox (некоторые из них следуют из других):

hasChild v hasDescendant, Tr(hasDescendant), hasChild ≡ hasParent−,
hasParent v hasAscendant, Tr(hasAscendant), hasDescendant ≡ hasAscendant−.

Заметим, что эти аксиомы утверждают лишь, что hasAscendant — транзитивная надроль роли hasParent,
тогда как в реальности (в «естественной» интерпретации) она является транзитивным замыканием роли
hasParent, т.е. ее минимальной транзитивной надролью. Обычно этого достаточно для вывода требуемых
на практике следствий из аксиом. Кроме того, логика с операцией транзитивного замыкания R+ (рас-
сматриваемая в одном из последующих разделов) имеет гораздо большую вычислительную сложность.

Итак, теперь мы имеем семейство логик ALC ⊆ L ⊆ SHOIQ. Оказывается, логика SH достаточно
выразительна, чтобы аксиомы для концептов в ней стали излишними, как показывает следующая лемма.

Теорема 7.1 (Устранимость TBox в SH). В логике SH (и ее расширениях) TBox устранимы.

Доказательство. Мы докажем, что для любых R, T , C можно построить такие R′, C ′, что:

концепт C выполним относительно (R, T ) ⇐⇒ концепт C ′ выполним относительно (R′,∅). (?)
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Без ограничения общности можно считать, что TBox T состоит из единственной аксиомы > v E. Введем
свежую (т.е. не встречающуюся в R, T , C) роль U и положим:

C ′ := C u E u ∀U.E,
R′ := R ∪ {Tr(U)} ∪ {R v U | R ∈ Roles},

где Roles — множество всех ролей (включая обратные, если они есть в рассматриваемом расширении
логики SH). Таким образом, аксиомы в R′ гласят, что U — транзитивная надроль всех ролей.

Докажем эквивалентность (?).

(⇒) Пусть I есть модель C относительно (R, T ). Положив в ней UI :=
(⋃

R∈RolesR
I)+, легко видеть, что

мы получим модель концепта C ′ относительно R′.
(⇐) Доказательство основано на двух фактах: a) если в модели I |= R′ имеется цепь из x в y, то 〈x, y〉 ∈ UI ;
b) если концепт C выполнен в точке x0 модели терминологии (R, T ), то можно построить связную модель
концепта C относительно (R, T ), т.е. в которой все точки достижимы (цепями) из x0.

Формально, пусть I = (∆I , ·I) есть модель концепта C ′ относительно R′, т.е. I |= R′ и (C ′)I 6= ∅.
Фиксируем элемент e ∈ (C ′)I . Тогда это означает:

(1) e ∈ CI , (2) e ∈ EI , (3) e ∈ (∀U.E)I .

Построим модель J = (∆J , ·J ) концепта C относительно (R, T ) следующим образом:

∆J := {e} ∪ UI(e) = {e} ∪ {d ∈ ∆I | 〈e, d〉 ∈ UI} ⊆ ∆I ,

AJ := AI ∩∆J , RJ := RI ∩ (∆J ×∆J ),

для любых атомарных концептов A и атомарных ролей R. Другими словами, значения интерпретирующей
функции ·J получены ограничением значений интерпретирующей функции ·I на множество ∆J . Докажем
два утверждения об интерпретации J .

Лемма 7.1.1. Множество ∆J замкнуто относительно RI для всех ролей R ∈ Roles, то есть:

∀x, y ∈ ∆I если x ∈ ∆J и 〈x, y〉 ∈ RI , то y ∈ ∆J .

B Пусть x ∈ ∆J . Возможны два случая. Либо x = e, тогда 〈e, y〉 ∈ RI ⊆ UI и y ∈ ∆J . Либо 〈e, x〉 ∈ UI ,
тогда имея 〈x, y〉 ∈ RI ⊆ UI и транзитивность UI , заключаем 〈e, y〉 ∈ UI , то есть тоже y ∈ ∆J . C

Лемма 7.1.2. Для любого концепта D имеет место равенство: DJ = DI ∩∆J .

B Доказывается дословно как лемма 6.2.2, но пользуясь леммой 7.1.1 вместо леммы 6.2.1. C

Теперь мы готовы доказать, что J — модель концепта C относительно (R, T ).
Поскольку I |= R′ и R ⊆ R′, а также ввиду того, что при ограничении бинарных отношений на

подмножество ∆J их вложения друг в друга и транзитивность, очевидно, сохраняется, то J |= R.
Так как e ∈ CI по (1) и e ∈ ∆J , то e ∈ CI ∩∆J = CJ по лемме 7.1.2, тем самым CJ 6= ∅.
Наконец, чтобы показать, что EJ = ∆J , возьмем любой x ∈ ∆J . Возможны два случая. Либо x = e,

тогда по (2) имеем x ∈ EI . Либо 〈e, x〉 ∈ UI , тогда по (3) тоже имеем x ∈ EI . В обоих случаях x ∈
EI ∩∆J = EJ по лемме 7.1.2. J

Итак, при построении разрешающих алгоритмов (проверки выполнимости концептов, баз знаний и т.п.)
для расширений логики SH всегда можно считать, что терминология концептов (т.е. TBox) пуста.

Упражнение 7.1. Какие из логик с аксиомами для ролей являются фрагментами логики предикатов?
Какие из них являются фрагментами логики предикатов с двумя переменными L2? (см. раздел 1.1)

7.1 Численные ограничения на транзитивные роли
В определении синтаксиса логики SHF и ее расширений есть один ньюанс, о котором мы не сказали выше.
А именно, если в языке логики присутствует иерархия ролей (H), транзитивные роли (S) и какие-либо
из численных ограничений на роли (F , N , Q), то на использование ролей в конструкциях вида 6nR.C
нужно наложить специальное ограничение: роль R должна быть простой. Последнее означает, что ни сама
роль R, ни ее подроли (относительно RBox) не являются транзитивными. Причина такого ограничения
синтаксиса в том, что без него логика становится неразрешимой;1 ограничение же позволяет восстановить

1Точнее, неразрешима неограниченная SHN ; разрешимость же неограниченной SHF является открытой проблемой,
однако символом SHF обозначают логику с наложенным ограничением на синтаксис — «на всякий случай».
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разрешимость (для многих логик, если, конечно, в них нет других «источников» неразрешимости). По
этой причине аббревиатурой SHN обозначают логику с наложенным ограничением на синтаксис; логику
без этого ограничения мы будем обозначать SHN . Перейдем к формальным определениям и результатам.

Пусть L — логика, в языке которой имеются: иерархия ролей (H), транзитивные роли (S) и какие-либо
из численных ограничений на роли (F , N , Q), и пусть для начала L не содержит обратных ролей (I).
Напомним, что RN обозначает множество всех ролей. Возьмем произвольный RBox R в логике L.

Аксиомы включения ролей R v S задают отношение на множестве RN, которое мы называли «R есть
подроль S в R». Рефлексивно-транзитивное замыкание (определение см. в сноске ?? на стр. ??) этого
отношения обозначим как R |= R v S и тоже будем читать как «R есть подроль S в R».

Определение 7.2 (Простая роль). Мы пишем R |= R ≡ S и говорим, что роль R эквивалентна роли S
в R, если R |= R v S и R |= S v R. Мы пишем R |= Tr(R) и говорим, что роль R транзитивна в R, если
R |= S ≡ R и Tr(S) ∈ R для некоторой роли S.

Роль R называется простой в R, если у нее нет транзитивных подролей в R.

Теперь синтаксис для концептов логики SHN , например, будет выглядеть следующим образом:

> | ⊥ | A | ¬C | C uD | C tD | ∃R.C | ∀R.C | (6nS) | (>nS)

где A — атомарный концепт, R — произвольная роль, S — простая роль относительно RBox R. Если же
отказаться от требования, что в выражениях (6nS) и (>nS) роль S должна быть простой, то получаю-
щуюся логику мы будем обозначать SHN .

Обратите внимание, что в логиках SHN и ей подобных прежде чем задать синтаксис для концеп-
тов, необходимо сформулировать аксиомы для ролей, т.е. задать RBox. Аналогично задается синтаксис и
именование расширений логики SHN (для логик с обратными ролями определения даны ниже).

Пример 7.2. Пусть имеется RBox R = {R v U, S v U,Tr(R)}. Тогда в логике SHQ можно записать
концепт (65S.C), поскольку роль S простая. Концепты же (>3R) и (61U) не являются правильно по-
строенными, поскольку роль R транзитивна, а роль U имеет транзитивную подроль R, и значит R и U
не являются простыми. Заметим, что если RBox изменится, то соответственно изменится и синтаксис для
концептов.

Если логика L помимо H, S и F содержит еще обратные роли (I), то данные выше определения необ-
ходимо слегка модифицировать. В этом случае обозначим через Roles множество всех ролей (включая
обратные роли). Введем также обозначение: для любой роли R ∈ Roles, если это атомарная роль, то обо-
значим R := R−, если же это обратная к атомарной роли (т.е. R = S− для некоторой атомарной роли S),
то обозначим R := S. Это позволит нам избежать выражений вида R−−, R−−− и т.д.

Теперь для произвольных ролей R,S ∈ Roles будем говорить, что R есть подроль S в R, если аксиома
R v S или R v S содержится в R. Рефлексивно-транзитивное замыкание этого отношения мы обозначим
какR |= R v S и тоже будем читать как «R есть подроль S вR». Дальнейшие понятия вводятся буквально
как в определении 7.2.

Наконец, синтаксис для концептов логики SHIN , например, будет выглядеть следующим образом:

> | ⊥ | A | ¬C | C uD | C tD | ∃R.C | ∀R.C | (6nS) | (>nS)

где A — атомарный концепт, R и S — атомарные или обратные к ним роли, причем S — простая роль
относительно RBox R. Если же отказаться от требования, что в выражениях (6nS) и (>nS) роль S
должна быть простой, то получающуюся логику мы будем обозначать SHIN .

7.2 Неразрешимость логики SHN
В этом разделе мы покажем, что если в логике SHN не налагать требование, чтобы в численных ограни-
чениях использовались только простые роли, то получающаяся при этом логика SHN будет неразрешима.
А именно, мы покажем, что выполнимость концептов C относительно терминологий (R, T ) в этой логике
является неразрешимой. С этой целью мы сведем к этой проблеме проблему домино, неразрешимость
которой мы уже знаем (см. раздел 14.2).

Теорема 7.2 ([6]). Логика SHN неразрешима. Более точно, в этой логике неразрешима проблема вы-
полнимости терминологий.

Доказательство. Для произвольной системы домино D мы эффективно (т.е. с помощью алгоритма) по-
строим терминологию KD в логике SHN , такие что:

существует покрытие N×N системой домино D ⇐⇒ терминология KD имеет модель.
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Рис. 7.1: a) Иерархия ролей RBox R; b) Сетка, имитирующая N×N; c) Построение клетки.

Тем самым проблема домино будет сведена к проблеме выполнимости терминологий в логике SHN , и
ввиду неразрешимости первой, это будет означать неразрешимость последней. Действительно, если бы
вторая проблема оказалась разрешимой, то тогда проблему покрытия системой домино плоскости N×N
решал бы следующий алгоритм: по данной системе домино D построить терминологию KD и проверить,
выполнима ли она.

Терминология будет иметь вид: KD = (R, TGrid ∪ TD), тем самым от D будет зависеть лишь ее часть, а
именно TBox TD. Для построения RBox R возьмем роли X0, X1, Y0, Y1 и S00, S01, S10, S11 и положим:

R := { Xi v Sij , Yj v Sij , Tr(Sij) | i, j ∈ {0, 1} }.

Таким образом, каждая роль Sij является транзитивной надролью ролей Xi и Yj . Наглядно этот RBox
можно представить в виде рис. 7.1a, где символом , обозначены нетранзитивные роли, символом ⊕ —
транзитивные роли, а стрелками — включения ролей (стрелка → из R в S обозначает аксиому R v S).

Далее построим TBox TGrid, который интуитивно будет утверждать существование «сетки» (grid) точек,
подобной N×N, изображенной на рис. 7.1b. Для этого введем атомарные концепты Aij , где i, j ∈ {0, 1}. Ак-
сиомы этого TBox задаются таким образом, чтобы точки, принадлежащие концептам Aij , были соединены
в «сеть», как на рис. 7.1b. Итак, TBox TGrid состоит из следующих аксиом2 для всех i, j ∈ {0, 1}:

(0) > v A00 tA01 tA10 tA11 «концепты Aij образуют покрытие»
(1) Aij uAk` v ⊥ для всех 〈k, `〉 6= 〈i, j〉 «концепты Aij попарно не пересекаются»
(2) Aij v ∃Xi.Ai⊕1,j «правее Aij имеется Ai⊕1,j»
(3) Aij v ∃Yj .Ai,j⊕1 «выше Aij имеется Ai,j⊕1»
(4) Aij v (63Sij) «из Aij достижимо по Sij не более 3 точек»

Наконец, для системы домино D = (D,H, V ), где D = {d1, . . . , dn}, мы вводим атомарные концепты
D1, . . . , Dn и составляем TBox TD из следующих аксиом, для всех k, ` ∈ {1, . . . , n} и i, j ∈ {0, 1}:

(5) Dk uD` v > для всех k 6= ` «концепты Dk попарно не пересекаются»
(6) > v D1 t . . . tDn «концепты Dk образуют покрытие»
(7) Dk v ∀Xi.

⊔
`:〈dk,d`〉∈H D` «правее Dk находится одна из тех D`, что 〈dk, d`〉 ∈ H»

(8) Dk v ∀Yj .
⊔
`:〈dk,d`〉∈V D` «выше Dk находится одна из тех D`, что 〈dk, d`〉 ∈ V »

Для доказательства теоремы остается доказать следующее утверждение.

Лемма 7.2.1. Существует покрытие N×N системой D ⇐⇒ терминология KD выполнима.

(⇒) Пусть τ :N×N → D есть покрытие N×N системой домино D. Построим модель I = (∆, ·I) термино-
логии KD. Положим ∆ := N×N, отношения XIi и Y Ij зададим в точности как на рис. 7.1b, то есть:

XIi := { (〈i+ 2k, `〉, 〈i+ 2k + 1, `〉) | k, ` ∈ N },
Y Ij := { (〈k, j + 2`〉, 〈k, j + 2`+ 1〉) | k, ` ∈ N }.

Положим SIij := (XIi ∪ Y Ij )+. Атомарные концепты Aij проинтерпретируем в соответствии с рис. 7.1b:

AIij := { 〈i+ 2k, j + 2`〉 | k, ` ∈ N } для всех i, j ∈ {0, 1}.

Наконец, интерпретация концептов Dk будет «считана» с покрытия τ , то есть DIk будет состоять из тех
точек области ∆ = N×N, на которые покрытием τ было положено домино dk; формально, для каждого
16 k 6 n и любых x, y ∈ N положим: 〈x, y〉 ∈ DIk ⇐⇒ τ(x, y) = dk.

2Символом ⊕ в данных аксиомах обозначена операция сложения по модулю 2.
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Докажем, что I — искомая модель. Очевидно, что I |= R (в частности, построенное отношение SI —
транзитивно). Легко проверить, что аксиомы (1–3) верны в I, поскольку они были «считаны» с рис. 7.1b,
тогда как XIi , Y Ij и AIij были заданы в точности как на рис. 7.1b.

Истинность аксиомы (4) в I следует из того, что из любой точки 〈x, y〉 множества AIij достижимы по
отношению SIij лишь три точки: 〈x+ 1, y〉 ∈ AIi⊕1,j , 〈x, y + 1〉 ∈ AIi,j⊕1 и 〈x+ 1, y + 1〉 ∈ AIi⊕1,j⊕1.

Аксиома (6) верна, ибо τ есть функция. Аксиома (5) верна, поскольку τ всюду определена. Проверим
аксиому (7); для (8) доказательство аналогично.

Итак, пусть произвольная точка 〈x, y〉 принадлежит интерпретации левой части аксиомы (7), то есть
〈x, y〉 ∈ DIk . По построениюDIk имеем: τ(x, y) = dk. Покажем, что точка 〈x, y〉 принадлежит интерпретации
правой части аксиомы (7). Для этого возьмем любую точку, достижимую из 〈x, y〉 по отношению XIi . Либо
таких точек нет вовсе (если числа x и i разной четности), тогда всё доказано. Либо, по построению XIi
(см. рис. 7.1b) ею может быть лишь точка 〈x+ 1, y〉. Ввиду аксиомы (6), которую мы уже проверили,
точка 〈x+ 1, y〉 лежит в некотором DI` , 16 `6 n. По построению DI` , это означает, что τ(x+ 1, y) = d`.
Но τ является покрытием, поэтому для него выполнены условия склейки, в частности, 〈dk, d`〉 ∈ H, что
и требовалось.

(⇐) Пусть I |= KD. Извлечем из этой модели «сетку» — множество G = {exy | x, y ∈ N} не обязательно
различных точек, связанных друг с другом отношениями XIi и Y Ij точно так, как изображено на рис. 7.1b.
Исходя из этого, мы затем сможем построить покрытие τ плоскости N×N системой D.

Множество ∆ содержит хотя бы одну точку. По аксиоме (0) эта точка лежит в некотором из AIij . Без
ограничения общности, она лежит в AI00; если это не так, то пользуясь аксиомам (2) и (3), мы можем
найти другую точку, лежащую в AI00. Итак, мы имеем точку e00 ∈ AI00. По аксиомам (2) и (3) существуют
точки e10 ∈ AI10 и e01 ∈ AI01, такие что 〈e00, e10〉 ∈ XI0 и 〈e00, e01〉 ∈ Y I0 . Применяя уже к ним аксиомы (2)
и (3), мы заключаем, что существуют точки e11, e

′
11 ∈ AI11 такие, что 〈e01, e11〉 ∈ XI0 и 〈e10, e

′
11〉 ∈ Y I0 .

Пока получился «незавершенный квадрат» (рис. 7.1c), у которого в правом верхнем углу — две точки
e11 и e′11. Теперь мы «склеим» их, то есть докажем, что на самом деле они совпадают. Действительно,
все 4 построенные точки — e10, e01, e11, e′11 — доступны из точки e00 по отношению SI00, ввиду аксиом
X0 v S00 и Y0 v S00 и транзитивности SI00. Тогда по аксиоме (4) этих точек должно быть не более 3, то
есть какие-то две из них совпадают. Но они принадлежат концептам, попарно непересекающимся согласно
аксиоме (1), за исключеним точек e11 и e′11, лежащих в AI11, значит, именно они и совпадают: e11 = e′11.

Таким образом, мы построили первую ячейку сетки. Продолжая аналогичным образом (формально —
по индукции), мы извлечем из модели I сеть из (необязательно различных) точек G = {exy | x, y ∈ N},
соединенных отношениями XIi и Y Ij в точности как изображено на рис. 7.1b.

Теперь построим отображение τ :N×N→ D следующим образом: τ(x, y) := dk ⇐⇒ exy ∈ DIk . Остается
доказать, что τ — покрытие плоскости N×N системой D

Из аксиом (5–6) вытекает, что τ — всюду определенная функция. Аксиомы же (7–8) гарантируют, что
для τ выполнены условия склейки. Действительно, пусть τ(x, y) = dk и τ(x+ 1, y) = d`. Тогда exy ∈ DIk и
ex+1,y ∈ DI` . Возьмем число i ∈ {0, 1}, совпадающее по четности с x, то есть i := x mod 2. Тогда, соглас-
но построению сетки G, имеем 〈exy, ex+1,y〉 ∈ XIi . Поскольку exy принадлежит интерпретации посылки
аксиомы (7), то она принадлежит и интерпретации ее заключения. Тогда ex+1,y принадлежит дизъюнк-
ции, стоящей в заключении аксиомы (7), значит, ex+1,y ∈ DIr для некоторого r, такого что 〈dk, dr〉 ∈ H.
Наконец, ввиду аксиомы (5) заключаем, что r = ` и тем самым 〈dk, d`〉 ∈ H. Для условий вертикальной
склейки доказательство проводится аналогично. J

Упражнение 7.2. Исправьте доказательство теоремы 7.2 так, чтобы вместо конструкции (63R) исполь-
зовалась конструкция (61R.C), и тем самым теорема доказывала бы неразрешимость логики SHQ.

Открытая проблема 7.1. Разрешимы ли логики SHF и SHIF?
Напомним, что этих логиках численные ограничения на роли имеют вид (61R) и (61R−).

Итак, любые расширения логики SHN неразрешимы. Напротив, логика SHN , в которой в конструк-
циях вида (6nS) разрешается использовать лишь простые роли S, является разрешимой. Более того,
при таком ограничении синтаксиса разрешимой оказывается даже логика, содержащая все конструкции,
рассмотренные нами до сих пор. Приведем этот и другие факты без доказательства.

Теорема 7.3 ([7]). Логика SHOIQ разрешима (более точно, она NExpTime-полна).

В доказательстве теоремы 7.2 использовался фиксированный RBox, состоящий из 8 ролей, из которых
4 роли были транзитивными (см. рис. 7.1a). Оказывается, набор ролей можно существенно уменьшить.

Теорема 7.4 ([8]). Для неразрешимости логики SHN достаточно трех ролей.
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Рис. 7.2: Первые три RBox ненадежны (с ними SHN неразрешима); для последнего RBox вопрос открыт.

Точнее, неразрешимость логики SHN можно доказать, используя любой из следующих RBox (рис. 7.2):

R∨ := { Tr(R), R w T, T v S, Tr(S) },
R∧ := { Tr(R), R v T, T w S, Tr(S) },
R⊕∨ := { Tr(R), R w T, T v S, Tr(S), Tr(T ) }.

По этой причине данные три RBox называют ненадежными (unsafe). Остается открытым вопрос, является
ли надежным четвертый RBox из этой серии (рис. 7.2):

R⊕∧ := { Tr(R), R v T, T w S, Tr(S), Tr(T ) }.

Теорема 7.5 ([8]). Для неразрешимости логики SHIN достаточно одной роли.

В доказательстве этой теоремы используются численные ограничения как на саму (транзитивную)
роль (6nR), так и на обратную к ней (6nR−). Остается открытым вопрос о том, будет ли разрешимой
логика, если допускать численные ограничения лишь на роль R, но не на обратную (т.е. обратная роль
может использоваться лишь в выражениях с кванторами ∃R−.C и ∀R−.C).


