
Глава 6

Расширения логики ALC

Существуют многочисленные расширения логики ALC путем добавления новых конструкторов для по-
строения составных концептов и ролей, либо добавления новых видов аксиом. Они будут рассмотрены
в этом и последующих разделах. Имеется неформальное соглашение об именовании получающихся при
этом логик: обычно каждому конструктору или виду аксиом сопоставляют букву, которую (за редкими
исключениями) добавляют к имени логики. Для каждого расширения мы будем указывать: букву, добав-
ляемую к имени логики; название новой связки (или аксиомы); ее синтаксис и семантику; а также будем
приводить примеры использования.

Напомним синтаксис концептов логики ALC:

> | ⊥ | A | ¬C | C uD | C tD | ∃R.C | ∀R.C

Напомним также, что семантика логики ALC задается с помощью интерпретаций I = (∆, ·I), где интер-
претирующая функция ·I сопоставляет каждому атомарному концепту A ∈ CN подмножество AI ⊆ ∆,
атомарной роли R ∈ RN — бинарное отношение RI ⊆ ∆ × ∆, а имени индивида a ∈ IN (если таковые
были в языке, например, в ABox) — элемент aI ∈ ∆. Введем также удобное обозначение: для элемента
e ∈ ∆ множество его R-последователей будем обозначать как RI(e) = {d ∈ ∆ | 〈e, d〉 ∈ RI}. Мощность
какого-либо множества M будем обозначать ]M .

Описываемые далее расширения логикиALC добавляют в приведенный выше синтаксис новые пункты,
т.е. выражения, являющиеся концептами. Следующие конструкторы называются численными ограниче-
ниями на роли:

(F) функциональность: если R есть роль, то (61R) есть концепт. Очевидно, что в этом языке, исполь-
зуя отрицание, можно выразить концепт (>2R) как ¬(61R). Другие ограничения недоступны.

(N ) количественное ограничение: если R есть роль, а n> 0 натуральное число, то (6nR) и (>nR)
есть концепты. Очевидно, что здесь можно выразить также ограничения вида (<nR) и (>nR).

(Q) качественное ограничение: если R есть роль, C концепт, а n> 0 натуральное число, то (6nR.C)
и (>nR.C) есть концепты. Ясно, что выразимы также ограничения вида (<nR.C) и (>nR.C).

Семантика численных ограничений на роли — следующая (для других ограничений аналогично):

(6nR)I = { e ∈ ∆ | ]RI(e)6 n },
(6nR.C)I = { e ∈ ∆ | ](RI(e) ∩ CI)6 n }.

Таким образом, мы получили логики ALC ⊆ ALCF ⊆ ALCN ⊆ ALCQ. Последнее включение следует из
того, что концепт вида (6nR) эквивалентен концепту (6nR.>), что следует из их семантики.

Пример 6.1. При «естественной» семантике концепт Man u (61 hasChild) логики ALCF обозначает мно-
жество мужчин, имеющих не более одного ребенка; концепт Woman u (>3 hasChild.Man) логики ALCQ
обозначает множество женщин, имеющих не менее трех сыновей.

Продолжим рассмотрение расширений.

(I) обратные роли: если R — атомарная роль, то R− является ролью. Семантика:

(R−)I = {〈e, d〉 ∈ ∆×∆ | 〈d, e〉 ∈ RI}.

Обратные роли можно использовать там, где использовались обычные (атомарные) роли — т.е. в вы-
ражениях с кванторами, в численных ограничениях на роли (если они доступны в языке), а также в
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аксиомах для ролей (см. раздел 7). Обращение роли является простейшей операцией, часто требую-
щейся в приложениях; другие операции над ролями (как то пересечение, объединение, дополнение,
композиция и другие) требуются реже; они будут рассмотрены нами в разделе 9.

(O) номиналы: если a есть имя индивида (т.е. a ∈ IN), то {a} есть концепт. Семантика: {a}I = {aI}.
Таким образом, если индивидное имя a интерпретировалось как элемент aI ∈ ∆, то номинал {a}
интерпретируется как одноэлементное множество {aI} ⊆ ∆. Тем самым индивидные имена, за-
ключенные в фигурные скобки, становятся полноправными концептами и можно писать, например,
A t {a} и ∃R.{a}. Из номиналов с помощью объединения можно получать конечные множества; для
них обычно используют сокращенную запись: {a1, . . . , an} := {a1} t . . . t {an}.

Пример 6.2. Поскольку роль hasChild− обозначает отношение, обратное к отношению hasChild, то кон-
цепт Man u ∃hasChild−.Doctor логики ALCI обозначает множество мужчин, у которых существует роди-
тель, являющийся доктором; концепт Man u (61 hasChild−.Doctor) логики ALCIF обозначает множество
мужчин, у которых не более одного родителя является доктором. Концепт Woman u ∃knows.{John} обо-
значает множество женщин, знакомых с индивидом по имени Джон. Концепт Man u ∃livesIn.{Moscow}
обозначает множество мужчин, живущих в Москве. Ясно, что в последних примерах без номиналов не
обойтись, поскольку сами по себе John и Moscow множествами не являются (как и многие другие имена
собственные).

Итак, получилось семейство логикALC ⊆ L ⊆ ALCOIQ. Поскольку можно допускать или недопускать
в языке логики обратные роли (I), номиналы (O), а также одно из численных ограничений (F ,N ,Q),
то всего в этом семействе 2× 2× 4 = 16 логик. Для каждой из них можно рассматривать различные
логические проблемы — выполнимость концептов или ABox относительно пустых, ацикличных или про-
извольных терминологий; тем самым, число различных проблем получается равным 16× 2× 3 = 96.

Сразу скажем, что все эти проблемы разрешимы; и для каждой логики можно построить таблицу
сложностей этих проблем, аналогичную приведенной на стр. 34. Однако далеко не все эти результаты
приходится получать независимо — это вытекает из доказываемых ниже утверждений (теоремы 6.1 и 6.2, а
также 7.1 и 9.2). Заметим попутно, что в вопросе разрешимости логики наличие ацикличных терминологий
не играет роли, поскольку они устранимы; их наличие может влиять лишь на сложность логики (тем
самым, с точки зрения разрешимости, число проблем в 1,5 раза меньше).

Упражнение 6.1. Какие из получившихся логик ALC ⊆ L ⊆ ALCOIQ являются фрагментами логики
предикатов? Какие из них погружаются в логику предикатов с двумя переменными? (см. раздел 1.1)

Теорема 6.1 (Устранимость ABox вALCO). В логиках с номиналами (т.е. в расширениях логики ALCO)
выполнимость ABox сводится к выполнимости концептов.

Доказательство. Пусть дан ABox A в логике ALCO. Преобразуем его в концепт, который будет выполним
тогда и только тогда, когда выполним ABox A.

• Заменим каждый факт вида aRb на (очевидно, эквивалентный) факт a:∃R.{b}.
• Для каждого индивида a сгруппируем все факты вида a:C в один факт такого вида. Это можно

сделать благодаря эквивалентности: {a:C, a:D} ≡ {a: (C uD)}.
• Теперь A = {a1:C1, . . . , an:Cn}, где все ai различны. Введем роль R, не входящую в A. Мы докажем:

A выполним ⇐⇒ концепт
nd

i=1

∃R.({ai} u Ci) выполним.

Концепт справа (обозначим его C) интуитивно означает, что элементы ai принадлежат Ci и при этом
все точки ai «видны» с помощью роли R из некоторой точки. Итак, докажем эквивалентность.

(⇒) Пусть I |= A. Выберем любой e ∈ ∆ и положим RI := {〈e, aIi 〉 | 16 i6 n}. Докажем, что CI 6= ∅.
Так как I |= ai:Ci, то aIi ∈ ({ai} u Ci)I , поэтому e ∈ (∃R.({ai} u Ci))I для каждого i. Значит, e ∈ CI .

(⇐) Пусть C имеет модель I. Возьмем элемент e ∈ CI . Тогда существуют такие di ∈ ∆, что 〈e, di〉 ∈ RI
и di ∈ ({ai} u Ci)I для каждого i. Отсюда aIi = di ∈ CI , то есть I |= ai:Ci для всех i. Значит, I |= A. J

Теорема 6.2 (Устранимость TBox в ALCOI). В логиках с номиналами и обратными ролями (т.е. в
расширениях логики ALCOI) выполнимость концептов относительно терминологий сводится к вы-
полнимости концептов без терминологий.

Доказательство. Пусть дан концепт C и терминология T , без ограничения общности состоящая из един-
ственной аксиомы вида > v E (см. начало раздела 4.3). Введем свежие (т.е. не входящие в C и T ) роль
U и номинал {a}. Обозначим через C ′ следующий концепт:

C u {a} u ∃U.{a} u ∀U.E u
d

R∈Roles
∀U.∀R.∃U−.{a}.
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где Roles = {R,R− | R ∈ RN} обозначает множество всех атомарных ролей и обратных к ним. Интуитивно
концепт C ′ можно прочесть следующим образом: в точке a верен концепт C; существует U -стрелка из a в a;
во всех точках, в которые из a ведет U -стрелка, верен концепт E; и последнее — условие «замкнутости»:
множество точек, в которые из a ведут U -стрелки, замкнуто относительно перехода по любым R-стрелкам.
Для доказательства леммы нам остается доказать следующую эквивалентность:

концепт C выполним относительно терминологии T ⇐⇒ концепт C ′ выполним.

(⇒)Пусть I — модель C относительно T , т.е. ET = ∆ и существует элемент e ∈ CI . Расширим ее, положив
aI := e и UI := {e} ×∆ = {〈e, d〉 | d ∈ ∆}. Докажем, что это модель концепта C ′, а именно, что e ∈ (C ′)I .

Очевидно, что e ∈ CI и e ∈ {a}I . Далее, e ∈ (∃U.{a})I , ибо 〈e, e〉 ∈ UI ; и e ∈ (∀U.E)I , поскольку
UI(e) = ∆ ⊆ EI . Наконец, (∃U−.{a})I = ∆ = >I , поэтому e принадлежит множеству (∀U.∀R.∃U−.{a})I =
(∀U.∀R.>)I = (∀U.>)I = ∆ для любой роли R ∈ Roles, ибо ∀R.> ≡ > ≡ ∀U.>.

(⇐) Пусть I = (∆I , ·I) есть модель C ′, т.е. существует e ∈ (C ′)I . Это означает следующее:

(1) aI = e, (2) e ∈ CI (3) 〈e, e〉 ∈ UI , (4) e ∈ (∀U.E)I ,
(5) e ∈ (∀U.∀R.∃U−.{a})I для любой роли R ∈ Roles.

Построим модель J = (∆J , ·J ) концепта C относительно T следующим образом:

∆J := UI(e) = {d ∈ ∆I | 〈e, d〉 ∈ UI} ⊆ ∆I , AJ := AI ∩∆J , RJ := RI ∩ (∆J ×∆J )

для любых атомарных концептов A и атомарных ролей R. Другими словами, значения интерпретирующей
функции ·J получены ограничением значений интерпретирующей функции ·I на множество ∆J . Докажем
два утверждения об интерпретации J .

Лемма 6.2.1. Множество ∆J замкнуто относительно RI для всех ролей R ∈ Roles, то есть:

∀x, y ∈ ∆I если x ∈ ∆J и 〈x, y〉 ∈ RI , то y ∈ ∆J .

B Пусть x ∈ ∆J . Тогда 〈e, x〉 ∈ UI . Ввиду (5) имеем x ∈ (∀R.∃U−.{a})I . Тогда y ∈ (∃U−.{a})I , что
вместе с (1) влечет 〈e, y〉 ∈ UI и тем самым y ∈ ∆J . C

Лемма 6.2.2. Для любого концепта D имеет место равенство: DJ = DI ∩∆J .

B Докажем его индукцией по построению концепта D.

• Для > и ⊥ — очевидно. Для атомарных концептов A — по определению AJ .
• Для отрицания: из DJ = DI ∩∆J легко вывести (¬D)J = (¬D)I ∩∆J .
• Для конъюнкции: (C uD)J = CJ ∩DJ = (CI ∩∆J ) ∩ (DI ∩∆J ) = (C uD)I ∩∆J .
• Для квантора ∃ — докажем равенство: (∃R.D)J = (∃R.D)I ∩∆J , где R ∈ Roles любая роль.

(⊆) Пусть x ∈ (∃R.D)J . Тогда x ∈ ∆J и существует такой y ∈ ∆J , что 〈x, y〉 ∈ RJ и y ∈ DJ . По-
скольку DJ ⊆ DI (по предположению индукции) и RJ ⊆ RI (по построению RJ ), то 〈x, y〉 ∈ RI и
y ∈ DI . Значит x ∈ (∃R.D)I и x ∈ ∆J .
(⊇) Пусть x ∈ ∆J и x ∈ (∃R.D)I . Тогда существует такой y ∈ ∆I , что 〈x, y〉 ∈ RI и y ∈ DI . По
лемме 6.2.1 отсюда следует y ∈ ∆J . Тогда 〈x, y〉 ∈ RI ∩ (∆J ×∆J ) = RJ и y ∈ DI ∩∆J = DJ

(последнее — по предположению индукции). Тем самым x ∈ (∃R.D)J .

Для t и ∀ доказывать отдельно не требуется ввиду доказанного утверждения для ¬,u,∃. C

Теперь мы готовы доказать, что J — модель концепта C относительно T , то есть CJ 6= ∅ и EJ = ∆J .
Из (3) следует, что e ∈ ∆J , что вместе с (2) дает: e ∈ CI ∩∆J = CJ по лемме 6.2.2.
Включение EJ ⊆ ∆J очевидно. Для доказательства обратного включения EJ ⊇ ∆J возьмем любой

x ∈ ∆J . Тогда 〈e, x〉 ∈ UI по определению ∆J . Ввиду (4) заключаем x ∈ EI . Тогда x ∈ EI ∩∆J = EJ по
лемме 6.2.2. Таким образом, теорема 6.2 доказана. J

6.1 Свойства логик семейства ALC ⊆ L ⊆ ALCOIQ
При изучении любых логик (не только ДЛ) особое значение имеют их общие свойства. С одним из таких
свойств мы уже встречались ранее — это разрешимость логики. Связанным с ним является вычислитель-
ная сложность логики (точнее, какой-либо алгоритмической проблемы, связанной с данной логикой).
В этом разделе мы введем еще несколько важнейших свойств логик и установим факты наличия или
отсутствия этих свойств у рассмотренных нами ранее ДЛ.
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Пусть L — некоторая ДЛ; здесь мы будем считать, что в понятие ДЛ включен синтаксис для ее кон-
цептов, ролей, а также виды допускаемых аксиом (для концептов или ролей; последние будут рассматри-
ваться нами в последующих разделах). Например, под L может пониматься «ALCIF с терминологиями».

Напомним, что концепт C называется выполнимым (относительно терминологии T ), если у него есть
модель, т.е. такая интерпретация I, что CI 6= ∅ (и I |= T , соответственно).

Определение 6.1. Логика L является ПОКМ (полной относительно конечных моделей), если любой
выполнимый концепт имеет конечную модель. Логика L является ПОДМ (полной относительно древо-
видных моделей), если любой выполнимый концепт имеет модель, являющуюся деревом.1 Наконец, логика
L является ПОКДМ (полной относительно конечных древовидных моделей), если любой выполнимый
концепт имеет конечную модель, являющуюся деревом.

Из определения следует, что для ПОКМ логики проблемы выполнимости (т.е. существования моде-
ли) и конечной выполнимости (т.е. существование конечной модели) концептов равносильны. Напротив,
для логик, не являющихся ПОКМ, конечная выполнимость является отдельной интересной проблемой,
у которой разрешимость или сложность может быть другой, нежели у обычной выполнимости. Отметим
также, что упомянутые в определении свойства логик наследуются подлогиками: например, если логика
является ПОКМ, то все ее подлогики — тоже ПОКМ.

Замечание 6.1. Если логика является ПОКМ и существует вычислимая верхняя оценка на величину
модели (как функция от размера исходных данных), то логика является разрешимой. Действительно,
пусть дана ПОКМ логика, и пусть для любого выполнимого концепта C этой логики существует модель
размера не более f(|C|), где f(n) — всюду определенная вычислимая функция. Тогда следующий алгоритм
решает проблему выполнимости концептов: чтобы узнать, выполним ли концепт C, нужно перебрать
все интерпретации размера не более f(|C|) (очевидно, что их конечное число); если среди них найдется
модель2 концепта C, то выдать ответ 1, иначе выдать 0. Этим фактом часто пользуются для установления
разрешимости логик.

Лемма 6.3. Логика ALC (без терминологий) является ПОКДМ.

Доказательство. Табло-алгоритм для выполнимого концепта строит модель — конечное дерево. Напомним
попутно верхнюю оценку на размер модели: |∆|6 2p(|C|), где p(n) — некоторый полином. J

Лемма 6.4. Логика ALCIF с терминологиями не является ПОКМ.

Доказательство. Покажем, что концепт A относительно терминологии T = {> v ∃R.¬A,> v (61R−)}
имеет бесконечную модель, но не имеет конечных моделей.

Бесконечной моделью является счетная цепь: I = (N, ·I), где AI = {0}, RI = {〈n, n + 1〉 | n ∈ N}.
Очевидно, что I |= T и AI 6= ∅. Остается показать отсутствие конечных моделей.

Пусть I = (∆, ·I) есть модель A относительно T . Тогда существует e0 ∈ AI .
По 1-й аксиоме существует такой e1 ∈ ∆, что 〈e0, e1〉 ∈ RI и e1 ∈ (¬A)I . Ясно, что e1 6= e0, ибо e0 ∈ AI .
По 1-й аксиоме существует такой e2 ∈ ∆, что 〈e1, e2〉 ∈ RI и e2 ∈ (¬A)I . Ясно, что e2 6= e0, ибо e0 ∈ AI .

Кроме того, e2 6= e1, иначе e1 имел бы 2 R-предшественника (e0 и e2), что невозможно по 2-й аксиоме.
Аналогично можно продолжать неограниченно: для каждого n ∈ N можно построить элемент en ∈ ∆,

отличный от всех ранее построенных. Тем самым ∆ содержит счетное модмножество {e0, e1, . . .}. J

Упражнение 6.2. Останется ли верной эта лемма, если запретить использовать обратные роли в чис-
ленных ограничениях (но по-прежнему разрешая использовать их под кванторами)?

Упражнение 6.3. Докажите, что логика ALCOIF (даже без терминологий) не является ПОКМ. Ука-
зание: воспользуйтесь устранимостью терминологий в ALCOI (лемма 6.2) и леммой 6.4.

Лемма 6.5. Логика ALC с терминологиями является ПОКМ и ПОДМ, но не является ПОКДМ.

Доказательство. ПОКМ: табло-алгоритм для логики ALC с терминологиями строит конечную модель.
не-ПОКДМ: условие древовидности модели означает, что в каждую точку входит не более одного реб-

ра. Если в языке лишь одна роль R, то это равносильно требованию, чтобы во всех точках модели была
выполнена аксиома > v (61R−) логики ALCIF . Таким образом, наличие конечной древовидной модели
у концепта A относительно терминологии {> v ∃R.¬A} (в логике ALC) равносильно наличию конеч-
ной модели у A относительно терминологии {> v ∃R.¬A, > v (61R−)} (в логике ALCIF). Поскольку
последних не существует по лемме 6.4, то и первых тоже не существует.

1Напомним, ориентированное дерево — это связный граф без циклов (даже неориентированных), в любую вершину
которого входит не более одного ребра.

2Мы пользуемся тем, что можно за конечное время проверить, является ли данная конечная интерпретация моделью
данного концепта. Для всех рассмотренных нами логик это очевидно (хотя бывают логики, для которых это неверно).
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ПОДМ: Всякую модель можно «развернуть» в дерево, тоже являющееся моделью. Элементами новой
модели будут пути в старой модели, ведущие из «начального» элемента x0 во все остальные элементы
(достижимые из x0 цепью ролей).

Формально, пусть концепт C выполним относительно терминологии T , которая, без ограничения общ-
ности, состоит из единственной аксиомы > v E. Значит, существует модель I = (∆I , ·I), такая что CI 6= ∅
и EI = ∆I . Построим модель J = (∆J , ·J ), являющуюся деревом и в которой тоже CJ 6= ∅ и EJ = ∆J .
Фиксируем элемент e ∈ CI .

Путь в I с началом в точке e — это набор элементов p = 〈e0, . . . , en〉, n> 0, ei ∈ ∆I , в котором e0 = e
и соседние точки связаны какими-либо ролями (быть может, разными), то есть ∀i > 0 ∃j: 〈ei−1, ei〉 ∈ RIj .
Конец пути p будем обозначать как p′.

Теперь мы готовы построить интерпретацию J = (∆J , ·J ). В качестве ∆J возьмем множество путей
в I с началом в точке e. Далее, для атомарных концептов A и ролей R положим:

AJ := {p ∈ ∆J | p′ ∈ AI}
RJ := {(p, q) ∈ ∆J | q = 〈p, d〉 для некоторого d ∈ ∆I и 〈p′, q′〉 ∈ RI}.

Другими словами, множество AJ состоит из путей, концы которых содержатся в AI ; отношение RJ
состоит из пар путей (p, q), таких что q есть продолжение p каким-то элементом d ∈ ∆I , и пара 〈p′, q′〉,
состоящая из концов этих путей, принадлежит отношению RI .

Полученная модель является деревом, поскольку у каждого ее элемента p (пути), не являющегося
путем длины 0, имеется единственный предок — а именно, путь, получаемый из p отбрасыванием его
конца. Остается доказать, что получилась модель концепта C относительно терминологии T . Это легко
вытекает из следующей леммы, утверждающей по сути, что всякий концепт верен в ровно тех точках
новой модели (т.е. путях), в концах которых верен этот концепт в старой модели.

Лемма 6.5.1. Для любого концепта C и пути p имеет место эквивалентность: p ∈ CJ ⇐⇒ p′ ∈ CI .

B Индукция по построению концепта C. Для атомарных концептов A это верно по определению. Для
булевых связок это тривиально. Остается доказать для квантора ∃, поскольку для ∀ будет следовать по
двойственности.

Пусть p ∈ (∃R.C)J . Тогда ∃q ∈ ∆J такой, что (p, q) ∈ RJ и q ∈ CJ . По определению RJ имеем
〈p′, q′〉 ∈ RI , по предположению индукции q′ ∈ CI , откуда следует, что p′ ∈ (∃R.C)I .

Обратно, пусть p′ ∈ (∃R.C)I . Тогда ∃d ∈ ∆I такой, что 〈p′, d〉 ∈ RI и d ∈ CI . Рассмотрим продолжение
пути p элементом d, положив q := 〈p, d〉. Это путь, поскольку d связан с концом пути p ролью R. Очевидно,
что конец пути q есть q′ = d. Теперь мы имеем 〈p′, q′〉 ∈ RI и q′ ∈ CI . Отсюда следует (p, q) ∈ RJ по
определению RJ и q ∈ CJ по предположению индукции. Тем самым p ∈ (∃R.C)J . C

Пользуясь леммой, мы получаем, что EJ состоит из всех путей с началом e, то есть EJ = ∆J , а также
что CJ содержит путь 〈e〉, следовательно, CJ 6= ∅. J


