
Глава 5

Вычислительная сложность логики ALC

5.1 Верхняя оценка сложности логики ALC
Обычно длиной какого-либо синтаксического объекта (концепта, TBox, ABox и т.п.) называют число сим-
волов, использованных для его записи. Обозначение: |C| — длина концепта C.

Следствие 5.1. Всякий выполнимый концепт логики ALC имеет экспоненциальную модель, т.е. раз-
мер которой не превышает экспоненты от (полинома от) длины концепта. Аналогично для ABox.

Доказательство. Следует из оценки на размер графа G в лемме 4.1: |G|61+N+N2 + · · ·+NM . Поскольку
N 6 |C| и M 6 |C|, то |G|6 exp(|C|2). Аналогично для ABox. J

Замечание 5.1. Табло-алгоритм для логики ALC действительно может строить модель, размер которой
экспоненциален от размера исходных данных. Например, определим концепт Cn по индукции:

C1 := ∃R.A u ∃R.¬A,
Cn := ∃R.A u ∃R.¬A u ∀R.Cn−1 для n > 1.

Очевидно, что длина |Cn| линейно зависит от n. Однако каноническая модель для Cn будет иметь экспо-
ненциальный размер: из корня ведут две стрелки — в точки, где верны верны A и ¬A, соответственно; из
каждой из них — тоже по 2 стрелки и так далее. На уровне n будет 2n точек.

Замечание 5.2. Таким образом, если реализовывать табло-алгоритм напрямую, то ему потребуется па-
мять, экспоненциальная от размера исходных данных. Однако оказывается, что можно обойтись лишь
полиномиальной памятью: в каждый момент времени достаточно хранить не всю построенную к этому
моменту модель, а лишь одну ее ветвь (которая полиномиальна, т.к. глубина дерева G, как мы знаем,
имеет длину не более M 6 |C|) вместе с соответствующими метками вершин и некоторой вспомогатель-
ной информацией. Как только ветвь достроена и противоречий на ней не найдено, мы возвращаемся на
предыдущую точку ветвления, а «лишнюю» часть ветви стираем, освобождая память. Проведя это рас-
суждение формально (мы не будем этим заниматься), можно показать, что для проблемы выполнимости
концептов (равно как и ABox) существует разрешающая процедура, требующая памяти, полиномиальной
от размера исходных данных. Тем самым эти проблемы принадлежат классу PSpace.

5.2 Нижняя оценка сложности логики ALC
В доказательстве PSpace-трудности логики ALC используется конструкция, которую мы рассмотрим от-
дельно в следующей лемме, и которая позволяет получить результат, имеющий самостоятельное значение.

Лемма 5.2 (Об экспоненциальных моделях). Существуют такие концепты Cn (n> 1), что каждый Cn
выполним, его длина |Cn| = O(n2), но в любой модели I концепта Cn имеется не менее 2n элементов.

Доказательство. Мы построим концепт Cn, в который входят атомарные концепты A1, . . . , An (и некоторые
вспомогательные концепты) и единственная роль R, утверждающий существование полного бинарного
дерева глубины n, в листьях которого (а их 2n) реализуются все возможные оценки концептов A1, . . . , An.
Более точно, дерево будет состоять из корня, из которого ведут два ребра в вершины, в которых (а также
в их поддеревьях) верны A1 и ¬A1; из каждой из тех двух вершин ведет по два ребра в вершины, в
которых (а также в их поддеревьях) верны A2 и ¬A2, и так далее.
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Для построения нам потребуются вспомогательные атомарные концептыD0, . . . , Dn. КонцептDk будет
верен в вершинах дерева глубины > k. Промежуточным концептам будем давать специальные имена.
Связку импликации обозначим C ⇒ D := (¬C tD).

Концепт Depth утверждает, что концепты Dk образуют башню по включению:

Depth := (Dn ⇒ Dn−1) u . . . u (D1 ⇒ D0).

Введем концепты: Lk := Dk u ¬Dk+1 (0 6 k < n) и Ln := Dn. Концепт Lk верен в вершинах дерева
глубины ровно k. Следующий концепт Levels означает, что с уровня (k−1) за один R-шаг мы попадаем на
уровень k:

Levels :=
nd

k=1

(
Lk−1 ⇒ ∀R.Lk

)
.

Концепт SaveBits утверждает, что истинностное значение концепта Ak сохраняется, начиная с уровня k:

SaveBits :=
nd

k=1

Dk ⇒
[
(Ak ⇒ ∀R.Ak) u (¬Ak ⇒ ∀R.¬Ak)

]
.

Концепт CreateBits позволяет, находясь в точке уровня (k−1), создать два ее R-последователя, в одном
из которых верен Ak, а в другом ¬Ak:

CreateBits :=
nd

k=1

Lk−1 ⇒
(
∃R.Ak u ∃R.¬Ak

)
.

Собираем построенные концепты в одну конъюнкцию:

F := Depth u Levels u SaveBits u CreateBits.

Наконец, составляем концепт Cn, «помещая» формулу F на все уровни от 0 до n− 1:

Cn := L0 u F u ∀R.F u ∀R2.F u . . . u ∀Rn−1.F, где ∀Rk.F := ∀R. . . .∀R.︸ ︷︷ ︸
k

F.

Факт 1. Размер построенных концептов таков: |F | = O(n), |Cn| = O(n2).

Факт 2. Каждый концепт Cn выполним.
В качестве модели достаточно взять полное бинарное дерево, описанное в начале доказательства.
Ниже мы пишем e |= C вместо e ∈ CI , и eRkd вместо 〈e, d〉 ∈ (RI)k, поскольку модель I фиксирована.

Факт 3. Пусть I = (∆, ·I) — любая модель концепта Cn, то есть e |= Cn для некоторой точки e ∈ ∆.
Тогда для любого 16 k 6 n и для любой оценки1 π концептов A1, . . . , Ak существует такая точка d ∈ ∆,
что: а) eRkd, и б) d |= Ai ⇔ π(Ai) = 1 для всех 16 i6 k.

Интуитивный смысл: на k-м уровне реализуются все возможные 2k оценок концептов A1, . . . , Ak.
B Предварительно заметим, что для любого k < n и любой точки d ∈ ∆ если eRkd, то d |= Levels. Из
этого простой индукцией по k доказывается, что d |= Lk. Факт 3 доказываем индукцией по k.

База индукции: k = 1. Мы имеем e |= CreateBits, в частности, e |= L0 ⇒ (∃R.A1 u∃R.¬A1). Кроме того,
e |= L0. Отсюда следует, что e |= ∃R.A1 и e |= ∃R.¬A1. Значит, существуют такие точки x, y ∈ ∆, что eRx,
eRy, x |= A1, и y |= ¬A1, что и требовалось.

Шаг индукции: 1 < k 6 n. Пусть π — произвольная оценка концептов A1, . . . , Ak. Она также является
оценкой первых (k−1) концептов. Значит, для нее по предположению индукции найдется такая точка
d ∈ ∆, что eRk−1d, а также d |= Ai ⇔ π(Ai) = 1 для всех i < k. По доказанному выше d |= Lk−1.

Поскольку e |= ∀Rk−1.F и eRk−1d, мы имеем d |= F . Отсюда: d |= CreateBits, в частности, d |= Lk−1 ⇒
(∃R.Aku∃R.¬Ak). Значит, d |= ∃R.Aku∃R.¬Ak. Поэтому найдется такой элемент d′ ∈ ∆, что dRd′ (а значит
eRkd′), а также d′ |= Ak ⇔ π(Ak) = 1.

Осталось убедиться, что и для всех i < k имеет место d′ |= Ai ⇔ π(Ai) = 1. Учитывая d |= Depth и
определение Lk−1, мы заключаем, что из d |= Lk−1 следует d |= Dk−1, . . . , D1. Далее, ввиду d |= SaveBits,
для каждого i < k имеем d |= Di ⇒ [(Ai ⇒ ∀R.Ai) u (¬Ai ⇒ ∀R.¬Ai)]. Отсюда вытекает, что d |=
Ai ⇒ ∀R.Ai и d |= ¬Ai ⇒ ∀R.¬Ai. Это и влечет, что d′ |= Ai ⇔ d |= Ai ⇔ π(Ai) = 1 для всех i < k. C

Из Факта 3 при k = n следует, что в I имеются точки, реализующие все 2n оценок концептов A1, . . . , An
(а именно, это листья двоичного дерева глубины n), а значит, все эти точки различны и |∆|> 2n. J

1Оценкой концептов A1, . . . , Ak будем называть произвольное отображение π: {A1, . . . , Ak} ⇒ {0, 1}.
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5.2.1 Булевы формулы с кванторами
Синтаксис БФК-формул расширяет синтаксис пропозициональных формул кванторами по переменным:

ϕ ::= ⊥ | > | p | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | ϕ ∨ ψ | ∃pϕ | ∀pϕ

Семантика таких кванторов задается следующими соотношениями:

∃pϕ(p) = ϕ(⊥) ∨ ϕ(>), ∀pϕ(p) = ϕ(⊥) ∧ ϕ(>).

Замкнутой называется формула, все переменные которой связаны кванторами. Замкнутая формула
либо истинна, либо ложна.

Пример 5.1. Проверим формулу ∀p [p ∨ ∃q (q ∧ ¬p)] на истинность:

∀p [p ∨ ∃q (q ∧ ¬p)] = ∀p [p ∨ ((⊥ ∧ ¬p) ∨ (> ∧ ¬p))] = ∀p [p ∨ ¬p] = [⊥ ∨ ¬>] ∧ [> ∨ ¬⊥] = > ∧> = >.

Теорема 5.3 (Stockmeyer, 1973). Проблема истинности БФК-формул PSpace-полна.

Более того, PSpace-полна даже проблема истинности замкнутых пренексных БФК-формул, то есть
имеющих вид Q1p1 . . .QnpnΦ, где Qi ∈ {∀,∃}, а Φ — бескванторная пропозициональная формула от пере-
менных p1, . . . , pn.

5.2.2 PSpace-полнота логики ALC
Нам будет удобно сменить обозначения БФК-формул: знаки конъюнкции и дизъюнкции будем обозначать
как u и t, а переменные будем обозначать как атомарные концепты Ai. В результате всякая бескванторная
пропозициональная формула будет являться также и концептом логики ALC. Таким образом, мы будем
считать, что БФК-формулы имеют следующий синтаксис:

ϕ ::= ⊥ | > | A | ¬ϕ | ϕ u ψ | ϕ t ψ | ∃Aϕ | ∀Aϕ.

Теорема 5.4 (PSpace-полнота логики ALC, Ladner, 1977).
Проблема выполнимости концептов логики ALC является PSpace-полной.

Доказательство. Принадлежность данной проблемы классу PSpace отмечалась нами ранее (см. замечание
5.2). Чтобы доказать PSpace-трудность, мы сведём проблему истинности замкнутых пренексных БКФ-
формул (которая PSpace-трудна) к проблеме выполнимости концептов логики ALC.

Пусть дана замкнутая пренексная БФК-формула: ϕ = Q1A1 . . .QnAn Φ(A1, . . . , An), где Qi ∈ {∀,∃} и
Φ — бескванторная формула (она же — концепт логики ALC). Покажем, как построить за полиномиальное
время концепт Cϕ логики ALC, выполнимый тогда и только тогда, когда формула ϕ истинна.

Концепт Cϕ будет строиться из атомарных концептов A1, . . . , An, D0, . . . , Dn и единственной роли R.
Концепты Lk, Depth, Levels, SaveBits строятся как в лемме об экспоненциальных моделях (лемма 5.2).
Формула CreateBits теперь будет зависеть от БФК-формулы ϕ, точнее, от ее кванторной приставки:

CreateBitsϕ :=
nd

k=1

Lk−1 ⇒
(
∃R.Ak ⊕k ∃R.¬Ak

)
, где ⊕k =

{
u, если Qk = ∀,
t, если Qk = ∃.

Как и прежде, собираем построенные концепты в одну конъюнкцию:

Fϕ := Depth u Levels u SaveBits u CreateBitsϕ

и строим концепт Cϕ, «помещая» формулу Fϕ на все уровни от 0 до n−1, а формулу Φ — на уровень n:

Cϕ := L0 u
(n−1d

k=0

∀Rk.Fϕ
)
u ∀Rn.Φ(A1, . . . , An).
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Для завершения доказательства теоремы остается доказать следующую эквивалентность:

БФК-формула ϕ истинна ⇐⇒ концепт Cϕ выполним.

(⇐=) Пусть концепт Cϕ выполним, т.е. существует I = (∆, ·I) и точка e ∈ ∆, такие что e |= Cϕ. Обозначим
истинностное значение атомарного концепта A в произвольной точке x ∈ ∆ через

x(A) =

{
>, если x |= A,
⊥, если x 6|= A.

Легко видеть, что x |= A ↔ x(A). Далее, для всякой x ∈ ∆ и 06 k 6 n обозначим через ϕxk замкнутую
БФК-формулу, полученную из ϕ удалением первых k кванторов и подстановкой вместо появившихся
свободных переменных A1, . . . , Ak их истинностных значений в точке x:

ϕxk := Qk+1Ak+1 . . .QnAn Φ(t1, . . . , tk;Ak+1, . . . , An), где ti := x(Ai).

Очевидно, что ϕx0 = ϕ и ϕxn = Φ(t1, . . . , tn), где ti = x(Ai).
Легко видеть, что для любого k < n и любой точки x ∈ ∆ если eRkx, то x |= Levels. Из этого простой

индукцией по k доказывается, что x |= Lk. Для завершения доказательства импликации ‘⇐’ достаточно
установить следующий факт, поскольку из него при k = 0 следует, что формула ϕ истинна.
Утверждение 1. Для любой точки x ∈ ∆, если eRkx, то БФК-формула ϕxk истинна.

Индукция по k от n до 0. База индукции: пусть k = n. Поскольку e |= Cϕ, то e |= ∀Rn.Φ(A1, . . . , An).
Поэтому если eRnx, то x |= Φ(A1, . . . , An). Ввиду того, что x |= Ai ↔ ti, где ti := x(Ai), мы можем под-
ставить значения ti вместо переменных Ai в формулу Φ, снова получив истинную в точке d формулу:
d |= Φ(t1, . . . , tn), то есть x |= ϕxn. Но ϕxn есть замкнутая БФК-формула (причем бескванторная), поэтому
она истинна, что и требовалось.

Шаг индукции: допустим, что утверждение доказано для k, где 0 < k 6 n; докажем его для k−1.
Возьмем любой x ∈ ∆, такой что eRk−1x. Требуется доказать, что истинна БФК-формула

ϕxk−1 = QkAk . . .QnAn Φ(t1, . . . , tk−1;Ak, . . . , An), где ti := x(Ai).

Проведем дальнейшее доказательство для случая Qk = ∀, поскольку случай Qk = ∃ разбирается анало-
гично. Обозначив БФК-формулу с одной свободной переменной (полученную из ϕxk−1 отбрасыванием
квантора ∀Ak):

Ψ(Ak) = Qk+1Ak+1 . . .QnAn Φ(t1, . . . , tk−1;Ak, . . . , An),

мы имеем: ϕxk−1 = ∀Ak Ψ(Ak) ⇔ Ψ(>) uΨ(⊥).
Поскольку k−1 < n, то x |= Lk−1 по доказанному выше. Кроме того, e |= Cϕ, откуда e |= ∀Rk−1.Fϕ.

Значит, x |= Fϕ, x |= CreateBits и x |= Lk−1 ⇒ (∃R.Ak u ∃R.¬Ak), где написано u ввиду Qk = ∀. Следова-
тельно, x |= ∃R.Ak и x |= ∃R.¬Ak. Поэтому найдутся такие точки y, z ∈ ∆, что xRy, xRz, y |= Ak и z 6|= Ak.
Ввиду eRk−1x имеем eRky и eRkz. По предположению индукции, БФК-формулы ϕyk и ϕzk истинны.

Как связаны эти формулы с формулой ϕxk−1? Мы утверждаем,2 что ϕxk−1 ⇔ ϕxk u ϕ
y
k. По определению:

• ввиду y |= Ak имеем: ϕyk = Qk+1Ak+1 . . .QnAn Φ(t′1, . . . , t
′
k−1;>;Ak+1, . . . , An), где t′i = y(Ai);

• ввиду z 6|= Ak имеем: ϕzk = Qk+1Ak+1 . . .QnAn Φ(t′′1 , . . . , t
′′
k−1;⊥;Ak+1, . . . , An), где t′′i = z(Ai).

Значит формулы ϕyk и ϕzk совпадают с Ψ(>) и Ψ(⊥) за исключением того, что на первых k−1 аргументах
в них стоят t′i и t′′i вместо ti. Докажем, что на самом деле ti = t′i = t′′i для всех 16 i < k.

Поскольку x |= Depth и x |= Lk−1, то x |= Dk−1, . . . , D1 по определению Lk−1. Тогда из x |= SaveBits
следует, что x |= Ai ⇒ ∀R.Ai и x |= ¬Ai ⇒ ∀R.¬Ai для всех 16 i < k. Тем самым, x |= Ai ⇔ y |= Ai ⇔
z |= Ai и значит ti = t′i = t′′i .

Итак, ϕxk−1 ⇔ ϕyk u ϕzk. Поскольку ϕyk и ϕzk истинны, то и ϕxk−1 истинна, что и требовалось.

2В случае Qk = ∃ здесь был бы t.
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(=⇒) Идея доказательства. Пусть замкнутая пренексная БФК-формула ϕ истинна. Тогда в полном дво-
ичном дереве глубины n имеется поддерево, «свидетельствующее» об истинности ϕ. Проинтерпретировав
на этом поддереве концепты A1, . . . , An, D0, . . . , Dn и роль R подходящим образом, мы сможем превратить
его в модель концепта Cϕ (который будет истинен в корне этого дерева).

Формально, множество всех слов в двоичном алфавите B = {0, 1} длины не более n с префиксным
отношением порядка на нем назовем полным двоичным деревом глубины n и обозначим (Tn,≺), где:

Tn = {ε} ∪ B ∪ B2 ∪ . . . ∪ Bn,
~x ≺ ~y ⇔ ~y = 〈~x, b〉 для некоторого b ∈ B.

Обратите внимание, отношение ≺ не является транзитивным.
Утверждение 2. Если замкнутая пренексная БФК-формула ϕ истинна, то в дереве (Tn,≺) есть под-
дерево (∆,≺), где ∆ ⊆ Tn, обладающее следующими свойствами:
(i) все листья дерева (∆,≺) имеют глубину n и в них верна Φ, то есть ∀~x ∈ (Bn ∩∆) Φ(~x) = 1;
(ii) для любого 16 k 6 n, все точки дерева (∆,≺), находящиеся на глубине (k−1), имеют ветвление 1,
если Qk = ∃, и ветвление 2, если Qk = ∀.

Мы докажем это утверждение после окончания доказательства теоремы. Предположим, что для нашей
БФК-формулы ϕ мы нашли поддерево (∆,≺) дерева (Tn,≺), обладающее свойствами (i) и (ii). Превратим
его в ALC-интерпретацию I = (∆, ·I), положив RI := ≺, а также:

DIk := { ~x ∈ ∆ | |~x|> k } для всех 06 k 6 n,
AIk := { ~x ∈ ∆ | |~x|> k, xk = 1 } для всех 16 k 6 n.

Тогда мы утверждаем, что ε ∈ CIϕ , то есть концепт Cϕ истинен в корне данного дерева.

• ε |= ∀Rn.Φ ввиду свойства (i) и того, что ~x |= Φ(A1, . . . , An)⇔ Φ(~x) = 1, поскольку Φ бескванторная;
• ε |= L0, поскольку ε ∈ DI0 \DI1 .

Остается показать, что ~x |= Fϕ для любого ~x ∈ ∆. Имеем:
• ~x |= Lk ⇔ |~x| = k, для любого 06 k 6 n.
• ~x |= Depth, поскольку DIk ⊃ DIk+1 для всех 06 k < n.
• ~x |= Levels, поскольку если ~x |= Lk−1, то |~x| = k−1, а значит, для любого ~y ∈ ∆ если 〈~x, ~y 〉 ∈ RI , то
|~y | = k и тем самым ~y |= Lk.
• ~x |= SaveBits, поскольку если ~x |= Dk, то |~x|> k. Тогда если ~x |= Ak, то xk = 1, а значит для любого
~y ∈ ∆, такого что 〈~x, ~y 〉 ∈ RI , имеет место |~y| > k и yk = 1, тем самым ~y |= Ak. Аналогично, если
~x 6|= Ak, то xk = 0, тогда yk = 0 и ~y 6|= Ak.
• ~x |= CreateBitsϕ; действительно, пусть ~x |= Lk−1, тогда |~x| = k−1, то есть точка ~x находится в дереве

(∆,≺) на глубине(k−1). Рассмотрим случай Qk = ∃. Тогда по Утверждению 2 в точке ~x ветвление 1,
значит, найдется точка ~y ∈ ∆, такая что 〈~x, ~y 〉 ∈ RI . Возможны две ситуации:
– либо yk = 1, тогда ~y |= Ak, а значит x |= ∃R.Ak,
– либо yk = 0, тогда ~y 6|= Ak, а значит x |= ∃R.¬Ak.
В обоих случаях получаем: x |= ∃R.Ak t ∃R.¬Ak.
В случае Qk = ∀ найдутся две точки y′ |= Ak и y′′ 6|= Ak, откуда следует x |= ∃R.Ak u ∃R.¬Ak.

Таким образом, концепт Cϕ выполним. Это завершает доказательство теоремы. J

Доказательство утверждения 2. Индукция по числу кванторов в формуле ϕ. База индукции: если ϕ бес-
кванторная, то n = 0, тогда T0 = {ε} и ∆ = {ε}. Очевидно, дерево (∆,≺) обладает свойствами (i) и (ii).

Шаг индукции. Рассмотрим случай, когда ϕ начинается с квантора ∃: пусть ϕ = ∃A ~Q ~B Φ(A, ~B).
Поскольку ϕ истинна, существует такое t ∈ B, что формула ~Q ~B Φ(t, ~B) истинна.3 Эта формула имеет
на один квантор меньше, чем ϕ, поэтому для нее, по предположению индукции, существует поддерево
(∆′,≺) дерева (Tn,≺), обладающее свойствами (i) и (ii). Тогда положим

∆ := {ε} ∪ ({t} ·∆′) = {ε} ∪ {〈t, ~y 〉 | ~y ∈ ∆′}.

Очевидно, ∆ ⊆ Tn+1. Дерево (∆,≺) обладает свойством (i), поскольку для любого ~y ∈ ∆′ имеем Φ(t, ~y) = 1
по свойству (i) для ∆′, и свойством (ii), поскольку в корне построенного дерева ветвление 1.

Теперь рассмотрим случай, когда ϕ начинается с квантора ∀: пусть ϕ = ∀A ~Q ~B Φ(A, ~B). Поскольку ϕ
истинна, то истинны и формулы ~Q ~B Φ(0, ~B) и ~Q ~B Φ(1, ~B). По предположению индукции, для них суще-
ствуют поддеревья (∆0,≺) и (∆1,≺) дерева (Tn,≺), обладающие свойствами (i) и (ii). Тогда положим

∆ := {ε} ∪ ({0} ·∆0) ∪ ({1} ·∆1).

Очевидно, ∆ ⊆ Tn+1 и дерево (∆,≺) обладает свойствами (i) и (ii), в частности, в корне ветвление 2. J
3Мы отождествляем > = 1 и ⊥ = 0, тем самым позволяя подставлять 0 и 1 в БФК-формулы.
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5.3 Оценки сложности логики ALC с терминологиями
Лемма 5.5. Всякий концепт, выполнимый относительно некоторого TBox, имеет модель, размер ко-
торой не превышает двойной экспоненты от (полинома от) длины исходных данных (концепта и тер-
минологии). Аналогично для ABox.

Доказательство. Следует из оценки на размер графа G в лемме 4.6. Пусть дан концепт C и терминология
T = {> v E}. Обозначим длину исходных данных n := |C|+ |E|. Тогда G — дерево со степенью ветвления
N 6 n и глубиной не более K + 1 = 2n. Отсюда следует оценка |G| 6 1 + N + N2 + · · · + N2n

, то есть
|G|6 exp(exp(p(n)), где p(n) — некоторый полином. Аналогично для ABox. J

Экспоненциальную оценку на глубину дерева невозможно улучшить. Можно привести пример кон-
цепта и терминологии, для которых всякая модель имеет не менее чем экспоненциальную глубину. Это
демонстрирует следующая теорема.

Теорема 5.6 (Об экспоненциально глубоких моделях). Существует последовательность концептов Cn
и терминологий Tn, где n> 1, такая что:

• длина Cn и Tn линейно зависит от n;
• концепт Cn выполним относительно терминологии Tn;
• глубина любой модели концепта Cn отн. терминологии Tn не менее 2n.

Доказательство. Возьмем атомарные концепты B1, . . . , Bn и роль R. Рассмотрим следующий концепт:
Cn := ¬(B1 t . . . tBn) и терминологию Tn, состоящую из следующих аксиом, где 1 < i6 n:

¬(B1 u . . . uBn) v ∃R.> (5.1)
> v (B1 u ∀R.¬B1) t (¬B1 u ∀R.B1) (5.2)

(Bi−1 u ∀R.¬Bi−1) v (Bi u ∀R.¬Bi) t (¬Bi u ∀R.Bi) (5.3)
(¬Bi−1 t ∀R.Bi−1) v (Bi u ∀R.Bi) t (¬Bi u ∀R.¬Bi) (5.4)

Пусть I — любая интерпретация, x — точка в ней. Будем писать x |= C, если x ∈ CI . Сопоставим
точке x ее цвет — натуральное число c(x) в пределах от 0 до 2n − 1, в двоичной записи которого c(x) =∑n
i=1 xi2

i−1 биты xi соответствуют концептам Bi в следующем смысле: xi = 1 ⇐⇒ x |= Bi.
Идея доказательства состоит в том, что Cn и Tn гарантируют существование R-цепи из точек всех

возможных 2n цветов. Более точно, концепт Cn и терминология Tn интуитивно означают следующее.
Концепт Cn выполнен в точке с цветом 0. Аксиома (5.1) утверждает, что из любой точки, кроме «по-
следней» (у которой все биты цвета равны 1), выходит R-ребро. Аксиома (5.2) говорит, что при переходе
по любому R-ребру младший бит B1 должен менять свое значение. Аксиома (5.3) означает, что если при
переходе по R-ребру (i− 1)-й бит меняет свое значение с 1 на 0, то i-й бит меняет свое значение; а согласно
аксиоме (5.4), в противном же случае, то есть когда (i− 1)-й бит либо был 0, либо стал 1, то i-й бит со-
храняет свое значение. Нетрудно понять, что это соответствует тому, как меняются биты при увеличении
двоичного числа на единицу. Формально это утверждает следующая лемма.
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Лемма 5.6.1. Пусть I — модель аксиом (5.2–5.4) и 〈x, y〉 ∈ RI , причем c(x) < 2n − 1. Тогда c(y) =
c(x) + 1.

B Обозначим m := c(x) и Y := {y | 〈x, y〉 ∈ RI}. Пусть при увеличении числа m на единицу в его
двоичной записи происходит перенос в k-м бите (16 k 6 n). Это означает, что двоичная запись чисел m
и m+ 1 выглядит следующим образом:

m = bn . . . bk+1

k︷ ︸︸ ︷
01 . . . 1,

m+ 1 = bn . . . bk+1 10 . . . 0.

Тогда, чтобы доказать лемму: ∀y ∈ Y c(y) = m+ 1, нам нужно доказать следующие утверждения:

(a) ∀i6 k ∀y ∈ Y : x |= Bi ⇐⇒ y 6|= Bi,
(b) ∀i > k ∀y ∈ Y : x |= Bi ⇐⇒ y |= Bi.

Докажем их индукцией по i (одновременно для всех y ∈ Y ). Напомним, что c(x) = m, а значит x 6|= Bk и
∀i < k x |= Bi.

Пункт (a). База индукции: i = 1. Следует из того, что аксиома (5.2) выполнена в точке x. Она эквива-
лентна паре более простых аксиом: B1 v ∀R.¬B1 и ¬B1 v ∀R.B1.

Шаг индукции: 1 < i6k. Нам известно, что x |= Bi−1, а по предположению индукции ∀y ∈ Y y 6|= Bi−1.
Следовательно, x |= Bi−1 u ∀R.¬Bi−1, то есть в точке x истинна левая часть аксиомы (5.3). Тогда в x
истинна и правая часть этой аксиомы. Отсюда следует, что если x |= Bi (а это верно для i < k), то ∀y ∈ Y
y 6|= Bi; если же x 6|= Bi (это верно для i = k), то ∀y ∈ Y y |= Bi. В итоге получаем ∀y ∈ Y : x |= Bi ⇐⇒
y 6|= Bi, что и требовалось.

Пункт (b). База и шаг индукции доказываются одинаково. Для i = k + 1 (база индукции) имеем x 6|= Bi−1,
поскольку x 6|= Bk. Для i > k + 1 (шаг индукции) по предположению индукции имеем следующее: ∀y ∈ Y :
x |= Bi−1 ⇐⇒ y |= Bi−1.

Таким образом, либо x 6|= Bi−1, либо (в противном случае) x |= ∀R.Bi−1, тем самым в точке x верна
левая часть аксиомы (5.4). Тогда в x верна и правая часть этой аксиомы. Это значит, что если x |= Bi, то
∀y ∈ Y y |= Bi; если же x 6|= Bi, то ∀y ∈ Y y 6|= Bi. В итоге: ∀y ∈ Y : x |= Bi⇐⇒ y |= Bi, что и требовалось.
C

Вернемся к доказательству теоремы. Если I — модель концепта Cn относительно Tn, то ∃e0 ∈ CIn и
I |= Tn. Цвет этой точки c(e0) = 0. Поэтому, согласно аксиоме (5.1), ∃e1 e0Re1. По лемме 5.6.1 цвет этой
точки c(e1) = 1. Пользуясь аксиомой (5.1) и леммой 5.6.1, мы можем по индукции построить последова-
тельность точек ei, 06 i < 2n, таких что ei−1Rei и c(ei) = i, причем очевидно, что все они различны.

Выполнимость же концепта Cn относительно Tn очевидна: в качестве модели достаточно взять выше-
упомянутую цепочку точек ei последовательно возрастающих цветов c(ei) = i. Теорема доказана. J
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Замечание 5.3. Таким образом, если реализовывать табло-алгоритм напрямую, то ему потребуется па-
мять размера двойной экспоненты от размера исходных данных. Однако оказывается, что можно обойтись
лишь экспоненциальной памятью. Идея та же, что и в случае логики ALC без терминологий (см. Заме-
чание 5.2): в каждый момент времени достаточно хранить не всю построенную к этому моменту модель,
а лишь одну ее ветвь (экспоненциального размера). Как только ветвь достроена и противоречий на ней
не найдено, мы возвращаемся на предыдущую точку ветвления, а «лишнюю» часть ветви стираем, осво-
бождая память. Проведя это рассуждение формально (мы не будем этим заниматься), можно показать,
что для проблемы выполнимости концептов (равно как и ABox) относительно терминологий существует
разрешающая процедура, требующая памяти, полиномиальной от размера исходных данных (тем самым
эти проблемы принадлежат так называемому классу ExpTime).

Замечание 5.4. Из сказанного выше следует, что выполнимость концептов (и ABox) относительно
ацикличных терминологий также можно проверить за экспоненциальное время (т.е. алгоритмом клас-
са ExpTime). Однако можно показать, что данную проблему можно решить алгоритмом класса PSpace.
Конечно же, такой алгоритм не должен на первом же шаге строить развертку ацикличной терминологии
с тем, чтобы устранить ее, поскольку, как мы знаем, развертка может экспоненциально увеличить длину
исходных данных. Выход заключается в том, чтобы производить развертку «по мере необходимости».

Формально, при работе с ацикличными терминологиями нужно к табло-алгоритму для логики ALC
добавить следующее T -правило, где ¬C есть нормализация концепта ¬C:

если x:A ∈ A и A ≡ C ∈ T , то A′ := A ∪ {x:C},
если x:¬A ∈ A и A ≡ C ∈ T , то A′ := A ∪ {x:¬C}.

Можно показать (мы не будем этого делать), что организовав работу алгоритма так же, как описывалось
в Замечании 5.2, можно добиться того, чтобы алгоритму требовалась память, полиномиальная от разме-
ра исходных данных. Аналогичные рассуждения можно провести и для проблемы выполнимости ABox
относительно ацикличных терминологий, предъявив разрешающий алгоритм класса PSpace.

Подводя итог, соберем все результаты о вычислительной сложности логических проблем в логике ALC
в единую таблицу:

Логика ALC Терминология
Проблема: пустая ацикличная произвольная
выполнимость концептов PSpace PSpace ExpTime
выполнимость ABox PSpace PSpace ExpTime


