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1 Òåîðåìà Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðå-

äèêàòîâ è å¼ äîêàçàòåëüñòâî

1. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ: åñëè
ôîðìóëà èñòèííà âî âñåõ ìîäåëÿõ òåîðèè, òî îíà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåî-
ðèè (ýêâèâàëåíòíîñòü ñåìàíòè÷åñêîãî è äåäóêòèâíîãî ïîäõîäîâ). Ëåììà
î äåäóêöèè. Âûâîä ýòîé òåîðåìû èç åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � ñóùåñòâîâàíèÿ
ìîäåëè íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè.
2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ:
Òåîðåìà Ëèíäåíáàóìà î ïîïîëíåíèè íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè. Ýêçè-
ñòåíöèàëüíî ïîëíûå òåîðèè. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîãî è ýêçè-
ñòåíöèàëüíî ïîëíîãî ðàñøèðåíèÿ ëþáîé íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè (äëÿ
ñ÷åòíûõ ñèãíàòóð). Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè ïîëíîé è ýêçèñòåí-
öèàëüíî ïîëíîé òåîðèè.
3. Òåîðåìà Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì
(îòíîñèòåëüíî êëàññà íîðìàëüíûõ ìîäåëåé).

2 Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî�

Ôðåíêåëÿ ZF

4. Àêñèîìû òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè ìíîæåñòâ.
5. Îïðåäåëåíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ïî Êóðàòîâñêîìó è âûâîä îñíîâíîãî
ñâîéñòâà ïàðû. Îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
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äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèé ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìóë (ïî àêñèîìå çàìåíû). Ôóíêöèîíàëû.
6. Îïðåäåëåíèå îðäèíàëîâ. Ëåììà î ìèíèìàëüíîì îðäèíàëå. Òåîðåìà î
ñðàâíèìîñòè ëþáûõ äâóõ îðäèíàëîâ. Âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòü ëþáîãî
îðäèíàëà îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè. Ñóùåñòâîâàíèå îðäèíàëà, áîëü-
øåãî âñåõ îðäèíàëîâ èç äàííîãî ìíîæåñòâà. Ïîñëåäîâàòåëè è ïðåäåëüíûå
îðäèíàëû.
7. Îïðåäåëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êàê îðäèíàëîâ, ìåíüøèõ ëþáîãî ïðå-
äåëüíîãî îðäèíàëà. Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðî-
âåðêà àêñèîì Ïåàíî. Êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë. Ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé íà íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ. Îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
8. Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ. Îïðåäåëåíèÿ ïî òðàíñôèíèòíîé èíäóê-
öèè (òðàíñôèíèòíàÿ ðåêóðñèÿ). Ïîñòðîåíèå èçîìîðôèçìà ìåæäó äàí-
íûì âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì è íåêîòîðûì îðäèíàëîì.
9. Àêñèîìà âûáîðà. Òåîðåìà Öåðìåëî è åå äîêàçàòåëüñòâî â ZFC. Ëåììà
Öîðíà è å¼ äîêàçàòåëüñòâî â ZFC.
10. Êàðäèíàëû è îïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà (â ZFC). Ñëîæåíèå
îðäèíàëîâ è êàðäèíàëîâ. Òåîðåìà î òîì, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ
áåñêîíå÷íûõ êàðäèíàëîâ ðàâíû íàèáîëüøåìó èç íèõ.
11. Ïðåäñòàâèìûå â ZF ôóíêöèè è ïðåäèêàòû. Ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþ-
ùàÿ ïðåäèêàò �x åñòü äîêàçàòåëüñòâî y�. Ôîðìóëà äîêàçóåìîñòè è ôîð-
ìóëà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ZF (óòâåðæäåíèå î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ZF).
12. Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ â ZF.
13. Ïåðâàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå äëÿ ZF: åñëè ZF íåïðîòèâîðå÷èâà,
òî ñóùåñòâóåò íåâûâîäèìàÿ â ZF ôîðìóëà, óòâåðæäåíèå î íåâûâîäèìî-
ñòè êîòîðîé íå äîêàçóåìî â ZF. Ïåðâàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå ZF
â ôîðìå Ðîññåðà. Âòîðàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå äëÿ ZF: åñëè ZF
íåïðîòèâîðå÷èâà, òî óòâåðæäåíèå î å¼ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè íåâûâîäèìî
â ZF.

3 Àðèôìåòèêà Ïåàíî (ôîðìàëüíàÿ àðèôìå-

òèêà)

14. Àêñèîìû àðèôìåòèêè Ïåàíî, êàê òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà
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è äîêàçàòåëüñòâî åãî ñâîéñòâ.
15. Áåòà-ôóíêöèÿ Ã¼äåëÿ β(u, v, x) è å¼ ñâîéñòâà. Ïðåäñòàâèìîñòü ôóíê-
öèé è ïðåäèêàòîâ â PA. Âûâîä â àðèôìåòèêå Ïåàíî óòâåðæäåíèÿ î ñó-
ùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè òàêîãî y, äëÿ êîòîðîãî β(u, v, x) = y.
16. Ïðèíöèï ñâ¼ðòûâàíèÿ: åñëè äëÿ âñåõ x < n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
y, äëÿ êîòîðîãî A(x, y), òî íàéäóòñÿ u, v òàêèå, ÷òî β(u, v, x) ðàâíî ýòîìó
y äëÿ âñåõ x < n (ãäå A � íåêîòîðàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà). Âûâîä
ïðèíöèïà ñâ¼ðòûâàíèÿ â ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêå. Ôèíèòíûå äîêàçà-
òåëüñòâà è òåçèñ àðèôìåòè÷íîñòè (ëþáàÿ ôèíèòíî äîêàçóåìàÿ àðèôìå-
òè÷åñêàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà â PA).
17. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå äëÿ ôîðìàëüíîé àðèô-
ìåòèêè.

4 Òåîðèè íåêîòîðûõ ñòðóêòóð: àêñèîìàòèçà-

öèÿ è ðàçðåøèìîñòü

18. Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ, ðàçðåøèìîñòü è àêñèîìàòèçàöèÿ ýëåìåíòàð-
íîé òåîðèè ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
19. Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ, ðàçðåøèìîñòü è àêñèîìàòèçàöèÿ ýëåìåíòàð-
íîé òåîðèè óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (òåîðåìà Çàéäåíáåðãà-
Òàðñêîãî).
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