
Предисловие

Слово «кодирование» в названии этой книжки не означает шифро-
вания (сохранения сообщения в секрете)—этим занимается не теория
кодирования, а криптография, которой мы не касаемся); не идёт
речь также о теоретических и практических проблемах перехода
от одной кодировки символов к другой. Основной вопрос теории
кодирования—как записать сообщение в такой форме, чтобы иска-
жение некоторой части записи (например, при передаче данных) не
помешало восстановлению сообщения в исходной форме.

𝑥

𝑦 = 𝑐(𝑥)
𝑐

𝑦′ ≈ 𝑦
𝑑

𝑥′ = 𝑑(𝑦′)

Имеется в виду, что исходное сообщение 𝑥 (последовательность
битов или других символов) преобразуется в некоторую другую (бо-
лее длинную) последовательность 𝑦. Затем 𝑦 передаётся по кана-
лу связи с помехами (или хранится на ветхом носителе), превраща-
ясь при этом в 𝑦′. Наконец, из 𝑦′ извлекается сообщение 𝑥′, которое
должно совпадать с исходным (𝑥).

Например, мы можем повторить каждую букву сообщения 𝑥 три
раза, получив втрое более длинное сообщение 𝑦. Если одна из букв
в слове 𝑦 испортится, это не помешает восстановить 𝑥. В этом при-
мере алгоритм кодирования (кодер) 𝑐 утраивает каждую букву, а
алгоритм декодирования (декодер) 𝑑 берёт наиболее частую букву
в каждой тройке. Этот простейший код позволяет исправлять од-
ну ошибку. (А для исправления двух ошибок достаточно повторять
каждую букву пять раз.)

Придумывая код (способы кодирования и декодирования), мы хо-
тим сразу многого:

∙ чтобы код позволял исправлять возможно большее число оши-
бок;

∙ чтобы избыточность кода (насколько 𝑦 длиннее 𝑥) была бы по-
меньше;

∙ наконец, чтобы кодирование и декодирование выполнялись бы
простыми алгоритмами.



2 Предисловие

Эти требования к коду во многом противоречат друг другу, и раз-
личные варианты компромисса между ними и составляют предмет
теории кодирования. (Отметим сразу же, что повторение символов,
о котором шла речь—далеко не наилучший способ!)

Вопрос о том, при каких сочетаниях параметров (избыточность
и число исправляемых ошибок) такое возможно, до сих пор остаёт-
ся открытым, хотя придумано множество различных кодов, часто
с использованием сложной математической техники (например, ал-
гебраической геометрии). Вместе с тем многие важные результаты
можно изложить, ограничиваясь лишь начальными сведениями из
алгебры (многочлены и поля, векторные пространства над полем из
двух элементов). Такое изложение и составляет предмет этой книж-
ки, предназначенной для первого знакомства (будущих) программи-
стов и математиков с основными результатами теории кодирования.
В неё включены также некоторые более новые результаты (декоди-
рование списком, теорема Голдрайха-Левина, связь с экспандерами).

* * *

Большая часть этих заметок была сделана участниками семина-
ра кафедры математической логики и теории алгоритмов механико-
математического факультета МГУ в 2004/5 учебном году, разбирав-
шими записи лекций Мадху Судана в Массачусетском технологиче-
ском институте (по выложенным в интернете на домашней страни-
це Судана материалам, см. http://theory.csail.mit.edu/˜madhu).
Рассказывали на семинаре в основном А.Ромащенко и А.Румянцев,
текст подготовил к печати А.Шень.

Мы благодарны Мадху Судану за любезное разрешение исполь-
зовать его материалы при подготовке текста, и предупреждаем, что
возможные ошибки в этом пересказе целиком на нашей совести. Мы
благодарим также Григория Кабатянского и Сергея Еханина, кото-
рые посмотрели этот текст и указали на некоторые (ныне исправлен-
ные) ошибки. Слушатели спецкурса, прочитанного в ВШЭ в, Дмит-
рий Плосконосов, ... помогли улучшению и упрощению изложения.

А.Ромащенко, А. Румянцев, А.Шень
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1 Коды с исправлением ошибок:

постановка задачи

Пусть Σ—конечный алфавит (множество букв). Через Σ𝑛 мы обо-
значаем множество всех слов (конечных последовательностей букв)
длины 𝑛 в алфавите Σ. Расстояние Хэмминга между двумя словами
𝑥1 . . . 𝑥𝑛 и 𝑦1 . . . 𝑦𝑛 из Σ𝑛 определяется как число позиций, в которых
эти слова отличаются (число тех 𝑖, при которых 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖).

Рассмотрим отображение 𝐹 : Σ𝑘 → Σ𝑛 при 𝑘 < 𝑛 как способ
кодирования информации при её передаче. Получив на вход слово
𝐴 ∈ Σ𝑘, мы передаём по каналу связи слово 𝐹 (𝐴). В процессе переда-
чи некоторые символы слова 𝐹 (𝐴) могут быть искажены. Несмотря
на это, мы хотим, чтобы было возможно восстановить исходное сло-
во 𝐴. Другими словами, мы хотим, чтобы 𝐹 (𝐴) нельзя было спутать
с 𝐹 (𝐴′) даже после того, как некоторые буквы в обоих словах ис-
кажены. Если разрешается искажать не более 𝑒 позиций (в каждом
слове), то для однозначного восстановления необходимо и достаточ-
но, чтобы расстояние между 𝐹 (𝐴) и 𝐹 (𝐴′) было 2𝑒 + 1 или больше.

Более формально, кодом называется отображение 𝐹 : Σ𝑘 → Σ𝑛.
Значения этого отображения называются кодовыми словами. Мини-
мальное из расстояний 𝑑(𝐹 (𝐴), 𝐹 (𝐴′)) при 𝐴 ̸= 𝐴′ называется мини-
мальным расстоянием кода 𝐹 . Код с минимальным расстоянием 𝑑
позволяет исправлять 𝑒 = ⌊(𝑑−1)/2⌋ ошибок, поскольку при таком 𝑒
шары радиуса 𝑒 с центрами в кодовых словах не пересекаются. (Шар

радиуса 𝑒 с центром в слове 𝑥 ∈ Σ𝑛 определяется как множество всех
слов, отличающихся от 𝑥 не более чем в 𝑒 позициях. Через ⌊𝑡⌋ обо-
значается целая часть числа 𝑡, то есть наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑡.)

Такая «помехоустойчивость» кода возникает, как говорят, за счёт
«избыточности» при передаче информации: вместо 𝑘 символов мы
передаём 𝑛 символов, при этом 𝑛 > 𝑘. Чем больше 𝑒 и чем ближе 𝑘
к 𝑛, тем лучше код. Конечно, эти два требования противоречат друг
другу и одно достигается за счёт другого.

Задачу построения оптимального кода при данных Σ, 𝑛 и 𝑒 мож-
но интерпретировать геометрически: в метрическом пространстве Σ𝑛

нужно упаковать без пересечений как можно больше шаров радиу-
са 𝑒. Другой вариант формулировки: требуется найти как можно
больше точек с попарными расстояниями 2𝑒 + 1 или больше. После
того как шары (их центры) выбраны, можно взять 𝑘, равное целой
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части логарифма числа таких шаров (точек) по основанию |Σ| (число
букв во входном алфавите), и произвольно сопоставить слова дли-
ны 𝑘 с центрами шаров. (Число 𝑘 выбрано максимально возможным,
при котором шаров хватит.)

Выбор этого соответствия (между кодируемыми словами и их ко-
дами) безразличен, пока мы не интересуемся сложностью алгорит-
мов кодирования и декодирования. Алгоритм кодирования вычисля-
ет функцию 𝐹 , то есть по входному слову 𝑋 даёт 𝐹 (𝑋). Алгоритм
декодирования с исправлением 𝑒 ошибок получает на вход слово 𝑌 ,
отстоящее от некоторого кодового слова 𝐹 (𝑋) на расстояние не боль-
ше 𝑒, и даёт 𝑋 на выходе. Естественно, мы хотим, чтобы алгоритмы
кодирования и декодирования были не очень сложными и работали
быстро.

2 Базовые оценки

При каких значениях параметров 𝑞 = |Σ|, 𝑘, 𝑛, 𝑒 код 𝐹 : Σ𝑘 → Σ𝑛,
исправляющий 𝑒 ошибок, существует, а при каких нет? Две самые
простые оценки (с той и другой стороны) таковы.

Граница Хэмминга

Если код с указанными параметрами существует, то

𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑒, 𝑛) 6 𝑞𝑛.

Здесь через 𝑉𝑞(𝑒, 𝑛) обозначается объём (число элементов) шара ра-
диуса 𝑒 в пространстве слов длины 𝑛 в алфавите из 𝑞 букв. (Очевид-
но, число элементов в шаре не зависит от того, какой у него центр.)

В самом деле, если код существует, то 𝑞𝑘 шаров с центрами в
кодовых словах помещаются в пространстве из 𝑞𝑛 элементов без пе-
ресечений.

Логарифмируя, можно переписать это неравенство (которое на-
зывают также оценкой Хэмминга или границей Хэмминга) в таком
виде:

𝑘

𝑛
+

log𝑞 𝑉𝑞(𝑒, 𝑛)

𝑛
6 1.

Первое слагаемое можно назвать «коэффициентом полезного дей-
ствия» кода: оно представляет собой отношение длины передаваемой
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информации к общей длине кода. (В литературе его часто называют
«скоростью кода»).

В англоязычной литературе границу Хэмминга часто называют
volume bound (volume—объём).

Граница Гилберта

Если
(𝑞𝑘 − 1)𝑉𝑞(𝑑, 𝑛) < 𝑞𝑛,

то существует код с параметрами 𝑞, 𝑘, 𝑛 и кодовым расстоянием боль-
ше 𝑑.

В самом деле, будем выбирать кодовые слова одно за другим про-
извольным образом, следя лишь за тем, чтобы расстояния между
ними были больше 𝑑. Если нового слова выбрать нельзя, это значит,
что всё пространство (в котором 𝑞𝑛 элементов) полностью покрыто
шарами, каждый из которых состоит из 𝑉𝑞(𝑑, 𝑛) элементов. Наше
предположение гарантирует, что при этом имеется как минимум 𝑞𝑘

шаров, что и требуется.
Переходя к логарифмам, условие можно записать так:

𝑘

𝑛
+

log𝑞 𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)

𝑛
6 1

(для простоты записи мы немного усилили условие и тем самым
ослабили утверждение о существовании кода, отбросив вычитание
единицы). Это неравенство называют границей Гилберта. Не следует
путать автора этой оценки Эдгара Гилберта (Edgar N. Gilbert) со
знаменитым математиком Давидом Гильбертом (David Hilbert).

Размер шара

Обе эти оценки включают в себя число элементов в шаре, поэто-
му полезно иметь для этого числа хотя бы приближённую формулу.
Для случая 𝑞 = 2 число элементов в шаре радиуса 𝑠 равно сумме
биномиальных коэффициентов

𝐶0
𝑛 + 𝐶1

𝑛 + . . . + 𝐶𝑠
𝑛.

При 𝑠 6 𝑛/2 (в основном нас интересует этот случай, так как ша-
ров большего радиуса даже и два не поместится) слагаемые в этой
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сумме возрастают слева направо и (с точностью до полиномиаль-
ных от 𝑛 множителей) можно ограничиться последним слагаемым.
Число сочетаний можно оценить с помощью формулы Стирлинга.
В нашем случае достаточно использовать довольно грубое прибли-
жение для факториала: 𝑘! ≈ (𝑘/𝑒)𝑘 с точностью до полиномиальных
(по 𝑘) множителей. Подставляя его в формулу 𝐶𝑠

𝑛 = 𝑛!
𝑠!(𝑛−𝑠)! , получа-

ем, что последнее слагаемое в нашей сумме и вся сумма могут быть
записаны в виде

poly(𝑛)2𝑛𝐻(𝑝),

где 𝑝 = 𝑠/𝑛, а 𝐻(𝑝)—энтропия Шеннона распределения (𝑝, 1 − 𝑝),
которая определяется как

𝐻(𝑝) = 𝑝 log
1

𝑝
+ (1 − 𝑝) log

1

1 − 𝑝
.

Для произвольного 𝑞 формула имеет вид

𝑉𝑞(𝑠, 𝑛) = poly(𝑛)𝑞𝑛𝐻𝑞(𝑝),

где 𝑝 = 𝑠/𝑛, а

𝐻𝑞(𝑝) =

[︂
𝑝 log𝑞

1

𝑝
+ (1 − 𝑝) log𝑞

1

1 − 𝑝

]︂
+ 𝑝 log𝑞(𝑞 − 1).

Выражение в квадратной скобке, как и раньше, соответствует вы-
бору не более чем 𝑝𝑛 позиций, в которых есть отличия (от центра
шара), но появляется ещё один член: в каждой из этих 𝑝𝑛 позиций
может стоять любой из 𝑞 − 1 символов (не считая теперешнего).

Графики

Полезно изобразить границы Хэмминга и Гилберта на одном графи-
ке. По горизонтали будем откладывать кодовое расстояние 𝑑 (при-
мерно равное 2𝑒, удвоенному числу исправляемых ошибок) в до-
лях 𝑛; по вертикали—коэффициент полезного действия кода (отно-
шение 𝑘/𝑛, где 𝑘—число кодируемых символов, а 𝑛—длина кода).

Ограничимся случаем 𝑞 = 2 и будем использовать приближённую
формулу для объёма шара.

Необходимое условие существование кода, исправляющего 𝑒 оши-
бок (граница Хэмминга):

𝑘

𝑛
+ 𝐻(𝑒/𝑛) 6 1 + 𝑂(log 𝑛/𝑛).
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Достаточное условие существования кода с расстоянием больше 𝑑

𝑘

𝑛
+ 𝐻(𝑑/𝑛) 6 1 −𝑂(log 𝑛/𝑛).

Формулы эти похожи, но только 𝑑 и 𝑒 отличаются примерно в два
раза. Поэтому график для границы Хэмминга получается двукрат-
ным растяжением графика для границы Гилберта по горизонтали
(рис. 1).

𝑑/𝑛

𝑘/𝑛

11/2

1

1/2

?

Рис. 1: Границы Хэмминга и Гилберта.

По этой картинке можно определить, скажем, что кода с коэффи-
циентом полезного действия 1/2 и расстоянием в 𝑛/3 не существует—
соответствующая точка лежит выше границы Хэмминга. С другой
стороны, код с коэффициентом полезного действия 1/8 и рассто-
янием 𝑛/4 (и тем самым допускающим исправление 𝑛/8 ошибок)
существует—соответствующая точка лежит ниже границы Гилбер-
та. (Всё сказанное относится к достаточно большим 𝑛, так как мы
пренебрегали членами порядка 𝑂(log 𝑛/𝑛).)

Что происходит между этими границами—один из основных во-
просов теории кодирования, до сих пор не решённый полностью
(несмотря на множество частичных результатов).



8 3.

3 Случайные коды

Границу Гилберта можно достичь и другими способами. В этом раз-
деле мы используем случайный код, а в следующем разделе—линейный.

Пусть фиксировано некоторое число 𝑁 . Будем выбирать 𝑁 кодо-
вых слов 𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 случайно среди 𝑞𝑛 равновероятных элементов Σ𝑛.
При этом мы считаем все 𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 независимыми. (В частности, ве-
роятность совпадения 𝜉𝑖 и 𝜉𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 отлична от нуля, хотя и мала.)

Для фиксированного 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑁} рассмотрим вероятность то-
го, что в шар радиуса 𝑑 с центром 𝜉𝑖 попадут другие кодовые слова.
Вероятность попадания 𝜉𝑗 с данным 𝑗 равна 𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑛 (доле про-
странства, занимаемой шаром радиуса 𝑑); вероятность того, что хотя
бы одно 𝜉𝑗 (при 𝑗 ̸= 𝑖) попадёт в этот шар, не больше 𝑁𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑛.
Будем называть те 𝑖, при которых в шар с центром в 𝜉𝑖 попали дру-
гие 𝜉𝑗 , «плохими». Тогда вероятность каждого 𝑖 оказаться плохим
не больше 𝑁𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑛. Поэтому математическое ожидание числа
плохих 𝑖 не больше 𝑁2𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑛, а математическое ожидание доли
плохих 𝑖 (среди всех чисел 1, . . . , 𝑁)—не больше 𝑁𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑛.

Предположим теперь, что

𝑁𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)

𝑞𝑛
6 1/2

(вдвое меньшее число кодовых слов, чем допускает граница Гилбер-
та). Тогда математическое ожидание доли плохих 𝑖 не больше 1/2.

Итак, если выбирать кодовые слова 𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 случайно, то число
плохих 𝑖 в среднем (усреднение по выбору случайного кода) будет
меньше 𝑁/2. Следовательно1, среди всех возможных выборов кодо-
вых слов существует такой, при котором эта доля не больше 1/2.

Зафиксировав один из таких вариантов и выкинув плохие кодо-
вые слова (их не более половины), мы получим код с расстоянием
не менее 𝑑 + 1, который всего лишь в четыре раза хуже (по числу
слов—мы начали с вдвое меньшего числа, да ещё отбросили полови-
ну), чем построенный ранее. Уменьшение количества кодовых слов

1 Этот способ вероятностного доказательства существования часто применя-
ется в комбинаторике: чтобы установить, что существует вариант, при котором
какая-то величина велика (или мала), мы доказываем, что её среднее значение
по какому-то распределению вероятностей велико (или мало). Например, вер-
шины любого графа можно так раскрасить в два цвета, чтобы как минимум
половина рёбер соединяла вершины разных цветов. В самом деле, при случай-
ной раскраске каждое ребро оказывается «разноцветным» с вероятностью 1/2 и
потому средняя доля разноцветных рёбер равна 1/2.
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в четыре раза означает, что мы уменьшаем 𝑘 (число битов, опреде-
ляющих кодовое слов) лишь на два бита.

4 Линейные коды

Если 𝑞 есть степень простого числа, то (как известно из алгебры)
существует поле F𝑞 из 𝑞 элементов. В этом случае можно считать,
что Σ = F𝑞, а слова образуют векторное пространство (размерности
𝑛 или 𝑘) над F𝑞. В этой ситуации возникает понятие линейного кода.
Такой код представляет собой линейное (над F𝑞) отображение F𝑘

𝑞 →
F𝑛
𝑞 . Это отображение задаётся матрицей размера 𝑛 × 𝑘, элементы

которой принадлежат полю F𝑞.
Множество всех кодовых слов линейного кода (образ этого отоб-

ражения) представляет собой подпространство в F𝑛
𝑞 . В силу линейно-

сти окрестности всех кодовых слов устроены одинаково (отличаются
сдвигом). Поэтому минимальное расстояние линейного кода можно
измерять в любой точке, в частности, в нуле: оно равно минимально
возможному числу ненулевых координат в ненулевом кодовом слове.

Таким образом, для построения линейного кода с расстоянием
больше 𝑑 достаточно указать 𝑘-мерное подпространство 𝐶 в про-
странстве F𝑛

𝑞 , все ненулевые векторы которого содержат более 𝑑
ненулевых координат (не попадают в шар радиуса 𝑑 с центром в ну-
ле). Само кодовое отображение F𝑘

𝑞 → 𝐶 после этого можно выбрать
любым, лишь бы оно было изоморфизмом линейных пространств.

Чтобы построить искомый линейный код, будем добавлять в ба-
зис подпространства 𝐶 вектор за вектором, следя за тем, чтобы ко-
довое расстояние оставалось больше 𝑑. Пусть уже есть 𝑠 базисных
векторов, которые порождают некоторое подпространство. Новый
(добавляемый) базисный вектор должен быть на расстоянии более 𝑑
от всех векторов подпространства; это, как легко понять, гаранти-
рует, что и после его добавления расстояние между любыми двумя
векторами останется больше 𝑑. Другими словами, новый вектор дол-
жен лежать вне объединения 𝑞𝑠 шаров радиуса 𝑑.

Таким образом, для получения 𝑘-мерного подпространства доста-
точно выполнения неравенства

𝑞𝑘−1𝑉𝑞(𝑑, 𝑛) < 𝑞𝑛.

Эту оценку называют границей Варшамова-Гилберта. Она чуть
лучше оценки в границе Гилберта (там было 𝑞𝑘 − 1, а теперь 𝑞𝑘−1),
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но это рассуждение годится лишь при некоторых 𝑞 (степенях про-
стых чисел). При стремлении 𝑛 к бесконечности оценки Гилберта и
Варшамова-Гилберта дают одинаковые асимптотические оценки для
отношения 𝑘/𝑛.

Заметим, что в случае линейного кода кодирование выполняет-
ся легко (умножение на матрицу кода), но про декодирование по-
прежнему ничего хорошего сказать нельзя (хотя для некоторых ли-
нейных кодов, как мы увидим, существуют быстрые алгоритмы де-
кодирования).

Линейное подпространство размерности 𝑘 в пространстве F𝑛
𝑞 мож-

но задавать не только как образ линейного оператора F𝑘
𝑞 → F𝑛

𝑞 , но

и как ядро оператора F𝑛
𝑞 → F𝑛−𝑘

𝑞 , имеющего максимальный ранг
(𝑛−𝑘). Такой оператор задаётся матрицей 𝑇 из 𝑛−𝑘 строк и 𝑛 столб-
цов. Вектор-столбец 𝑥 высоты 𝑛 является кодовым словом тогда и
только тогда, когда 𝑇𝑥 = 0 (𝑛−𝑘 уравнений с 𝑛 переменными; можно
сказать, что эти уравнения представляют собой «контрольные сум-
мы», которые у кодовых слов должны равняться нулю). Эта матрица
называется проверочной, поскольку умножением на неё проверяется
принадлежность множеству кодовых слов. Код с проверочной мат-
рицей 𝑇 имеет расстояние 𝑑 тогда и только тогда, когда любые 𝑑− 1
столбцов матрицы 𝑇 линейно независимы. В самом деле, кодовое
слово, в котором лишь 𝑑−1 позиций отличны от нуля, как раз и вы-
ражает линейную зависимость между 𝑑− 1 столбцами проверочной
матрицы.

5 Случайные линейные коды. Коды Во-

зенкрафта.

Существование линейного кода вблизи границы Варшамова-Гилберта
можно доказать и вероятностным рассуждением. Выберем случай-
ным образом 𝑘 векторов в 𝑛-мерном линейном пространстве над по-
лем из 𝑞 элементов. При этом каждый вектор будем брать с равно-
мерным распределением среди всех векторов, и каждый из векторов
будем выбирать независимо от других.

Теорема. Если
(𝑞𝑘 − 1)𝑉𝑞(𝑑, 𝑛) < 𝜀𝑞𝑛,

то с вероятностью более 1 − 𝜀 выбранные вектора образуют базис
линейного кода с кодовым расстоянием не менее 𝑑 + 1.
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Доказательство. Нам нужно оценить сверху вероятность того,
что хотя бы одна из 𝑞𝑘 − 1 нетривиальных линейных комбинаций,
составленных из выбранных векторов, равна нулю или попадает в
шар радиуса 𝑑 с центром в 0. Поскольку второе следует из первого,
нам нужно доказать, что вероятность попадания в шар не больше
𝜀. Вероятность попадания в шар фиксированной нетривиальной ли-
нейной комбинации равна 𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑛 (любая нетривиальная линей-
ная комбинация с равными вероятностями принимает все возмож-
ные 𝑞𝑛 значений). Поэтому вероятность того, что это случится хотя
бы с одной из нетривиальных линейных комбинаций, не превосходит
(𝑞𝑘 − 1)𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑛. По условию это меньше 𝜀.

Чтобы породить случайный линейный код, нам нужно 𝑘𝑛 log2 𝑞
случайных битов. Например, для 𝑛 = 2𝑘 нам понадобится 2𝑘2 log 𝑞
битов. Оказывается, это количество можно сократить до 𝑘 log 𝑞, ес-
ли воспользоваться конструкцией, принадлежащей Возенкрафту. А
именно, будем считать, что слова длины 𝑘 в 𝑞-буквенном алфави-
те представляют элементы поля F мощности 𝑞𝑘. Для этого нужно
выбрать некоторый базис в F над полем из 𝑞 элементов и представ-
лять элементы F их координатами в этом базисе. Для каждого 𝛼 ∈ F
рассмотрим код

𝐶𝛼 : 𝑥 ↦→ (𝑥, 𝛼 · 𝑥).

Таким образом, кодирование заключается в приписывании к данным
𝑘 символам других 𝑘 символов, получаемых из первых умножением
на 𝛼 в смысле поля F. По закону дистрибутивности код 𝐶𝛼 является
линейным (для любого элемента 𝛼 ∈ F). Коды вида 𝐶𝛼 называются
кодами Возенкрафта.

Длина 𝑛 кодовых слов кодов Возенкрафта равна 2𝑘. Что касает-
ся кодового расстояния, то оно зависит от 𝛼. Например, при 𝛼 = 0
мы дописываем нули, что совсем бессмысленно (кодовое расстояние
равно 1); при 𝛼 = 1 мы дублируем каждый бит слова 𝑥, что тоже ни-
чего хорошего не даёт (кодовое расстояние равно 2). Но оказывается,
что для почти всех 𝛼 ∈ F код Возенкрафта лежит вблизи границы
Варшамова-Гилберта. Это следует из такой леммы:

Лемма Возенкрафта. Если

𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑑, 𝑛) 6 𝜀𝑞𝑛,

то доля тех 𝛼 ∈ F, при которых кодовое расстояние 𝐶𝛼 меньше 𝑑+1,
меньше 𝜀.
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Доказательство леммы Возенкрафта совсем просто. Пусть ко-
довое расстояние для 𝐶𝛼 не больше 𝑑. Поскольку код линеен, это
значит, что найдётся такое ненулевое слово 𝑥, при котором общее
количество не-нулей среди координат 𝑥 и 𝛼𝑥 не больше 𝑑. Другими
словами, конкатенация векторов 𝑥 и 𝛼𝑥 находятся в шаре радиуса
𝑑 с центром в нуле. Тогда коэффициент 𝛼 представим в виде дроби,
конкатенация числителя и знаменателя которой лежит в указанном
шаре, а таких дробей меньше, чем число элементов шара, то есть
𝑉𝑞(𝑑, 𝑛). А всего в поле F имеется 𝑞𝑘 элементов, что и даёт указан-
ную оценку:

𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑘 6 𝜀𝑞𝑛/𝑞2𝑘 = 𝜀.

Скорость кодов Возенкрафта равна 1/2. Однако небольшим обоб-
щением конструкции можно построить семейство кодов с любой дан-
ной скоростью от 0 до 1, являющейся рациональным числом. Причем
относительное кодовое расстояние будет тем больше, чем меньше
числитель и знаменатель этого числа. Точнее, для любого рацио-
нального числа 𝑡

𝑠+𝑡 (где 𝑠, 𝑡 натуральные числа) и каждого 𝑘 крат-

ного 𝑡 мы построим семейство кодов размерности 𝑘 со скоростью 𝑡
𝑠+𝑡 .

При 𝑠 = 𝑡 = 1 это семейство будет семейством кодов Возенкрафта.
Итак, пусть дано число 𝑘 кратное 𝑡, 𝑘 = 𝑡𝑚. Пусть 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠)

— произвольный кортеж из 𝑠 элементов поля F мощности 𝑞𝑚. Мы
сейчас определим код 𝐶𝛼, у которого длина кодируемых слов 𝑘 крат-
на 𝑡𝑚, а длина кодовых слов 𝑛 равна (𝑡 + 𝑠)𝑚. Кодируемое слово 𝑥
мы разрежем на 𝑡 блоков 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡 длины 𝑚 и каждый блок будем
рассматривать как элемент поля F. Обозначим через 𝑥[𝛼𝑖] значение
многочлена степени 𝑡 с коэффициентами 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡 в точке 𝛼𝑖:

𝑥[𝛼𝑖] = 𝑥1𝛼𝑖 + 𝑥2𝛼
2
𝑖 + · · · + 𝑥𝑡𝛼

𝑡
𝑖

(мы рассматриваем многочлены без свободного члена). Тогда код 𝐶𝛼

кодирует слово 𝑥 словом

(𝑥, 𝑥[𝛼1], . . . , 𝑥[𝛼𝑠]),

то есть, приписывает к 𝑥 еще 𝑠 слов длины 𝑚, являющееся зна-
чениями многочлена, соответствующего 𝑥, в точках 𝛼1, . . . , 𝛼𝑠. Мы
по-прежнему представляем элементы поля F векторами длины 𝑚 из
элементов поля мощности 𝑞. Поэтому при любом 𝛼 этот код является
линейным. Очевидно, что при 𝑡 = 𝑠 = 1 получается семейство кодов
Возенкрафта.
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Как и для кодов Возенкрафта, для большинства 𝛼 кодовое рас-
стояние 𝐶𝛼 лежит вблизи границы Варшамова-Гилберта. Правда,
эта близость будет чем хуже, чем больше число 𝑠𝑡. Точнее, выпол-
нено следующее

Обобщение леммы Возенкрафта. Если

𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)𝑠𝑡 6 𝜀𝑞𝑛,

то доля тех 𝛼 ∈ F𝑠, при которых кодовое расстояние 𝐶𝛼 меньше 𝑑+1,
меньше 𝜀.

Заметим, что при фиксированной скорости дополнительный мно-
житель 𝑠𝑡 является константой, что позволяет строить случайные
коды для любой фиксированной скорости 𝑘/𝑛 сколь угодно близко
к границе Варшамова-Гилберта (если 𝑘, 𝑛 растут). При этом коли-
чество случайных битов, необходимое для выбора кода, равно (𝑛 −
𝑘) log2 𝑞, а не 𝑘𝑛 log𝑞, как в прямой конструкции случайного кода.

Доказательство получается прямым обобщением доказатель-
ства леммы Возенкрафта. Каждый кортеж 𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, для которого
кодовое расстояние не больше 𝑑, является решением некоторой си-
стемы из 𝑠 полиномиальных уравнений

𝑥[𝛼1] = 𝑏1, . . . , 𝑥[𝛼𝑠] = 𝑏𝑠,

где 𝑥 ∈ F𝑡, 𝑥 ̸= 0 и 𝑏𝑖 ∈ F, причем последовательность 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑠
принадлежит шару радиуса 𝑑 с центром в нуле. Уравнение номер 𝑖
системы утверждает, что 𝛼𝑖 является корнем некоторого ненулевого
(поскольку 𝑥 ̸= 0) многочлена степени 𝑡. Поэтому при любых фик-
сированных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑡, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑠 каждое уравнение системы имеет не
больше 𝑡 решений, а общее количество решений системы не боль-
ше 𝑡𝑠. Поэтому доля плохих 𝛼 не превосходит 𝑡𝑠𝑉𝑞(𝑑, 𝑛)/𝑞𝑚𝑠, что по
условию не больше 𝜀.

6 Код Хэмминга

Сейчас мы рассмотрим случай, когда удаётся указать простой код
с наилучшими возможными параметрами (шары плотно заполняют
всё пространство, достигая границы Хэмминга). Этот код называ-
ется кодом Хэмминга и позволяет исправлять одну ошибку, то есть
имеет минимальное расстояние 3.
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Рассмотрим алфавит из двух букв B = {0, 1}. Мы будем рассмат-
ривать его как поле из двух элементов со сложением (⊕) и умноже-
нием по модулю 2.

В пространстве B𝑛 шар радиуса 1 состоит из 𝑛 + 1 элементов
(центр и ещё 𝑛 слов, отличающихся от центрального в одной из 𝑛
позиций). Всего слов 2𝑛, поэтому шансы на укладку шаров без про-
белов и перекрытий есть, лишь если 2𝑛 кратно 𝑛 + 1, то есть если
𝑛+ 1 есть степень двойки: 𝑛 = 2𝑚 − 1 для некоторого целого 𝑚 (при
𝑛 = 3, 7, 15, 31, . . .; случай 𝑛 = 1 тривиален).

При 𝑛 = 3 есть 8 вершин куба, которые разбиваются на два шара
с центрами в противоположных вершинах. Каждый из шаров содер-
жит 4 элемента, так что плотная упаковка действительно возможна.

Оказывается, что она возможна и при остальных значениях 𝑛 из
указанной серии. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим произвольное
𝑛 = 2𝑚 − 1 и запишем все числа от 1 до 𝑛 в двоичной системе по
столбцам матрицы (от 1 в первом столбце до 𝑛 в последнем; каждое
число записывается сверху вниз, так что младший разряд оказыва-
ется внизу). Например, при 𝑛 = 7 получится матрица

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

Строки этой матрицы будем рассматривать как способы вычисления
контрольных сумм. (Другими словами, мы используем эту матрицу
как проверочную). А именно, пусть дано произвольное слово

𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6𝑥7

из B7. Для него мы вычислим три контрольных суммы, складывая
по модулю 2 те биты, против которых в матрице стоит единица:
𝑥4 ⊕ 𝑥5 ⊕ 𝑥6 ⊕ 𝑥7 (для первой строки), 𝑥2 ⊕ 𝑥3 ⊕ 𝑥6 ⊕ 𝑥7 (для второй
строки) и 𝑥1 ⊕ 𝑥3 ⊕ 𝑥5 ⊕ 𝑥7 (для третьей строки).

Можно сказать, что мы умножаем матрицу на столбец с элемен-
тами (𝑥1, . . . , 𝑥7), получая столбец из трёх контрольных сумм.

Кодовые слова (центры шаров)—это те слова длины 7, для кото-
рых все три контрольные суммы равны нулю. Линейная алгебра го-
ворит, что они образуют подпространство размерности 4 (три урав-
нения на семь переменных; легко проверить, что уравнения незави-
симы, посмотрев на первый, второй и четвёртый столбцы), состоящее
из 24 = 16 кодовых слов.
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Что случится с контрольными суммами, если мы отойдём от цен-
тра шара на единицу, то есть изменим какой-либо из битов 𝑥𝑖? Это
изменение соответствует прибавлению столбца с одной единицей в 𝑖-
ой строке, и значения контрольных сумм (из нулевых) станут равны-
ми 𝑖-му столбцу проверочной матрицы, то есть образуют двоичную
запись числа 𝑖. Таким образом, по этим контрольным суммам мы
восстановим, какой бит изменился, и сможем изменить его обратно.

Мы описали алгоритм декодирования, исправляющий ошибку в
любом (но только одном) бите. Отсюда автоматически следует, что
шары не пересекаются. Тем самым у нас есть 16 шаров, каждый из
которых состоит из 8 элементов, и вместе они покрывают все 128
элементов семимерного булева куба B7.

Точно так же для произвольных 𝑚 и 𝑛 = 2𝑚 − 1 строится про-
верочная матрица из 𝑛 столбцов высоты 𝑚 (двоичные записи чисел
1, . . . , 𝑛). Её строки указывают 𝑚 контрольных сумм для векторов
из B𝑛. Кодовых слов 2𝑛−𝑚, в каждом шаре 𝑛 + 1 = 2𝑚 элементов и
они покрывают B𝑛 полностью.

Заметим, что этот код не только совершенный (всё пространство
занято шарами без пробелов), но и имеет простые алгоритмы кодиро-
вания и декодирования. (Про декодирование мы уже говорили; при
кодировании можно считать биты 𝑥1, 𝑥2, 𝑥4 контрольными, а осталь-
ные значащими, и выбирать контрольные биты так, чтобы получить
кодовое слово.) Единственный недостаток кода Хэмминга—что он
исправляет только одну ошибку.

Замечания.

1. Можно вычеркнуть из матрицы часть столбцов. При этом мы
получим код с тем же числом контрольных сумм, но с меньшим
числом битов. Он уже не будет совершенным, но будет достаточно
эффективным. (Больше половины столбцов выкидывать нет смыс-
ла, поскольку тогда уж лучше уменьшить высоту матрицы. А если
мы выбрасываем меньше половины столбцов, то теряем не больше
половины места.)

2. Аналогичное построение возможно и при 𝑞 > 2, если существу-
ет поле F𝑞 из 𝑞 элементов (это бывает, напомним, когда 𝑞 есть степень
простого числа). Для этого напишем в столбцах матрицы ненуле-
вые векторы из F𝑚

𝑞 , причём из каждого класса пропорциональных
друг другу векторов оставим только один. Всего ненулевых векторов
𝑞𝑚 − 1, в каждом классе 𝑞 − 1 пропорциональных друг другу векто-
ров, так что классов (и столбцов матрицы) будет 𝑛 = (𝑞𝑚−1)/(𝑞−1).
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Ясно, что ранг полученной матрицы равен 𝑚.
Изменение одной позиции в кодовом слове изменит контрольные

суммы на вектор, пропорциональный одному из столбцов матрицы,
и по построению этот столбец (и тем самым номер изменённого сим-
вола) определится однозначно.

Кодовых слов будет 𝑞𝑛−𝑚, размер шара 1 + 𝑛(𝑞 − 1) (в каждой
из 𝑛 позиций можно заменить букву на (𝑞− 1) других, да ещё центр
шара), что равно

1 +
𝑞𝑚 − 1

𝑞 − 1
(𝑞 − 1) = 𝑞𝑚.

Таким образом, шары заполняют всё пространство.
3. Для доказательства того, что код Хэмминга имеет расстояние

не меньше 3, достаточно было бы сослаться на то, что любые две
строки в нашей матрице (=любые два столбца в проверочной мат-
рице из предыдущего раздела) линейно независимы. Но нам важен
и простой алгоритм декодирования.

7 Неравенство Синглтона

Для любого кода 𝐹 : Σ𝑘 → Σ𝑛 с расстоянием 𝑑 выполняется неравен-
ство Синглтона

𝑑 6 𝑛− 𝑘 + 1

(называемое также оценкой или границей Синглтона).
В самом деле, пусть имеется 𝑞𝑘 кодовых слов в Σ𝑛. Выделим в

этих словах первые 𝑘−1 позиций. Для некоторой пары кодовых слов
эти 𝑘 − 1 позиций совпадают по принципу Дирихле (число слов 𝑞𝑘

больше числа вариантов 𝑞𝑘−1). Расстояние между такими словами
не больше 𝑛− (𝑘 − 1) = 𝑛− 𝑘 + 1, что и требовалось доказать.

Для кодов в двухбуквенном алфавите эта оценка уступает оценке
Хэмминга. А именно, для кода с расстоянием 𝑑 она оценивает сверху
коэффициент полезного действия (скорость) кода величиной 1−𝑑/𝑛,
что соответствует прямой, соединяющей точки (0, 1) и (1, 0) (рис. 2).
Видно, что эта прямая соединяет концы кривой Хэмминга и лежит
выше неё.

Для большего размера алфавита это уже не так. Дело в том, что
оценка Хэмминга не даёт ничего хорошего при 𝑑 ≈ 𝑛. Рассмотрим,
например, случай 𝑞 = 3 и шар радиуса 𝑛/2 или чуть меньше. Сколько
элементов в этом шаре? Позиций несовпадения примерно 𝑛/2 среди
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𝑑/𝑛

𝑘/𝑛

11/2

1

1/2

?

Рис. 2: Для двухбуквенного алфавита оценка Синглтона слабее оцен-
ки Хэмминга.

𝑛; вариантов выбора не более 2𝑛. После такого выбора останется вы-
брать в каждой позиции несовпадения один из двух несовпадающих
символов, получится не более 2𝑛/2. Таким образом, шар радиуса не
более 𝑛/2 содержит не более 23𝑛/2 = (2

√
2)𝑛 элементов. А всего в

пространстве 3𝑛 точек, поэтому оценка на число шаров будет всего
лишь (3/2

√
2)𝑛 и кривая Хэмминга не стремится к нулю при при-

ближении 𝑑 к 𝑛 (в отличие от прямой Синглтона).

8 Код Рида-Соломона

Рассмотрим конечное поле F𝑞 из 𝑞 элементов (как мы говорили, это
возможно, когда 𝑞 есть степень простого числа; для начала можно
ограничиться случаем, когда само 𝑞 простое, и рассматривать поле
вычетов по модулю 𝑞).

Кодируемое слово 𝑎0𝑎1 . . . 𝑎𝑘−1 (где 𝑎𝑖 ∈ Σ = F𝑞) будем рассмат-
ривать как последовательность коэффициентов многочлена

𝐴(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + . . . + 𝑎𝑘−1𝑥
𝑘−1

степени меньше 𝑘. Ему соответствует кодовое слово, состоящее из
значений многочлена 𝐴 в 𝑛 заранее выбранных точках поля F𝑞 (есте-
ственно, что для этого надо, чтобы 𝑛 6 𝑞). Из курса алгебры извест-
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но, что два различных многочлена степени меньше 𝑘 могут совпа-
дать максимум в 𝑘−1 точках. Поэтому для различных многочленов
имеется как минимум 𝑛 − 𝑘 + 1 точек (среди выбранных нами 𝑛)
несовпадения, то есть кодовое расстояние построенного кода Рида-

Соломона не меньше 𝑛−𝑘+1. Тем самым для этих кодов неравенство
Синглтона обращается в равенство.

Кодирование выполняется просто. Некоторая проблема тут с де-
кодированием: как восстановить многочлен по таблице значений, где
некоторые значения испорчены? Оказывается, что это можно сде-
лать за полиномиальное время (чего с первого взгляда не скажешь).

9 Декодирование кодов Рида-Соломона

Итак, пусть имеется таблица значений многочлена 𝑃 степени мень-
ше 𝑘 в некоторых 𝑛 точках, причём 𝑒 = ⌊(𝑛 − 𝑘)/2⌋ значений в ней
могут быть неверными. (Такое значение 𝑒 соответствует числу ис-
правляемых ошибок при кодовом расстоянии 𝑑 = 𝑛−𝑘+1.) Другими
словами, нам дана искажённая функция 𝑃 , определённая в 𝑛 точках
и отличающаяся от неизвестного нам многочлена 𝑃 не более чем в 𝑒
точках. Как найти 𝑃?

Поскольку число ошибок не больше 𝑒, существует (пока что неиз-
вестный нам) многочлен 𝐷(𝑥) степени 𝑒, который обращается в нуль
в местах ошибок. (Достаточно перемножить одночлены (𝑥 − 𝛼) для
всех 𝛼, где есть ошибки; если таких мест меньше 𝑒, домножим ре-
зультат ещё на что-нибудь, чтобы поднять степень до 𝑒.)

Тогда 𝑃 (𝑥)𝐷(𝑥) равно 𝑃 (𝑥)𝐷(𝑥) во всех 𝑛 точках, поскольку раз-
ница между 𝑃 (𝑥) и 𝑃 (𝑥) приходится на те 𝑥, где𝐷(𝑥) = 0. Многочлен
𝑄(𝑥) = 𝑃 (𝑥)𝐷(𝑥) имеет степень меньше 𝑘 + 𝑒. Таким образом, верна

Лемма 1. Существуют многочлены 𝐷(𝑥) степени 𝑒 и 𝑄(𝑥) сте-
пени меньше 𝑘 + 𝑒, для которых 𝑃 (𝑥)𝐷(𝑥) = 𝑄(𝑥) во всех 𝑛 точках.

Удобно договориться, что старший коэффициент многочлена 𝐷
(при 𝑥𝑒) равен единице, а остальные могут быть произвольными.
(То, что старший коэффициент равен единице, автоматически озна-
чает, что многочлен 𝐷(𝑥) имеет степень ровно 𝑒). Тогда лемму 1
можно считать утверждением о разрешимости некоторой системы
линейных уравнений. Неизвестными в ней являются остальные 𝑒 ко-
эффициентов многочлена 𝐷 и 𝑘 + 𝑒 коэффициентов многочлена 𝑄
(всего 𝑘 + 𝑑 штук), а уравнений в ней 𝑛 (что не меньше 𝑘 + 2𝑒, хотя
нам это и не важно).
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Тем самым некоторые многочлены, удовлетворяющие условиям
леммы 1, можно найти, решив эту систему. Правда, пока мы не зна-
ем, как они связаны с «настоящими» 𝐷 и 𝑄. Об этом говорит

Лемма 2. Пусть �̃�(𝑥) и �̃�(𝑥)—произвольные многочлены, удо-
влетворяющие условиям леммы 1 (это значит, что они имеют нуж-
ные степени и равенство 𝑃 (𝑥)�̃�(𝑥) = �̃�(𝑥) выполняется во всех 𝑛
точках). Тогда

(а) �̃� делится на �̃� в кольце многочленов F𝑞[𝑥];

(б) частное �̃�/�̃� равно исходному (и искомому) многочлену 𝑃 .

Доказательство. Многочлены 𝑃�̃� и �̃� имеют степень меньше
𝑘 + 𝑒. Они совпадают во всех тех точках, где 𝑃 = 𝑃 , а таких точек
как минимум 𝑛− 𝑒 > 𝑘 + 𝑒, поэтому эти многочлены равны.

Применяя эти две леммы, мы получаем алгоритм декодирования
кодов Рида-Соломона. Оба его этапа—и решение системы линейных
уравнений, и деление многочленов,—выполняются за время, полино-
миальное от 𝑛 и log 𝑞.

Замечание 1. Это утверждение требует некоторых пояснений.
Дело в том, что поле F𝑞—вещь абстрактная. Оно единственно с точ-
ностью до изоморфизма, но не имеет какого-то «канонического» пред-
ставления. Можно доказать, что его элементы можно представить
числами 0, . . . , 𝑞−1 таким образом, что операции сложения, вычита-
ния, умножения и деления выполняются за полиномиальное от log 𝑞
время2. При использовании такого представления алгоритм декоди-
рования и будет полиномиальным от 𝑛 и log 𝑞.

Замечание 2. Можно рассматривать также задачу о декодиро-
вании с ошибками и пропусками (или, как обычно говорят, «стира-
ниями»). Под пропуском мы понимаем позицию, в которой буква
неизвестна. (Это лучше, чем неверная буква, так как мы хотя бы
знаем, в какой позиции проблема.) Видно, что для декодирования
кода Рида-Соломона нужно, чтобы число пропусков плюс удвоенное
число ошибок не превосходило 𝑛 − 𝑘 (поскольку пропуск одной по-

2 Если 𝑞—простое число, то это совсем просто (для деления надо использовать
алгоритм Евклида). Если 𝑞—степень простого числа (других полей не бывает),
то есть 𝑞 = 𝑝𝑛 для простого 𝑝 и некоторого 𝑛 > 1, то такое поле изоморфно
фактор-кольцу F𝑝[𝑥] по идеалу, порождённому неприводимым над F𝑝 многочле-
ном степени 𝑛, и сложность только в том, как найти такой неприводимый много-
член (умножать, делить и применять алгоритм Евклида для многочленов можно
быстро). Алгоритмы поиска неприводимых многочленов—целая наука; оказыва-
ется, что это можно делать детерминированно за полиномиальное от 𝑝 и 𝑛 время,
а вероятностно—за полиномиальное от log 𝑝 и 𝑛 (то есть от log 𝑞) время.
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зиции даёт снова код Рида-Соломона с заменой 𝑛 на 𝑛− 1). Так что
пропуск считается за пол-ошибки («два переезда—как один пожар»).

Задача. Докажите, что это свойство верно для любого кода. А
именно, для любого кода с расстоянием 𝑑, по кодовому слову, в ко-
тором сделали 𝑒 ошибок и 𝑐 стираний, можно восстановить исходное
слово, если 2𝑒 + 𝑐 < 𝑑.

Всем хороши эти коды, но только они требуют достаточно боль-
шого алфавита (размер алфавита должен быть не меньше длины
кодовых слов, да ещё быть степенью простого числа). Уменьшить
алфавит можно, используя конструкцию каскадных кодов, описыва-
емую в следующем разделе.

10 Каскадные коды

Пусть имеется некоторый код с больши́м алфавитом Σ. Можно ли
его переделать в код с меньшим (скажем, двоичным) алфавитом?
Например, пусть Σ содержит 2𝑠 букв. Тогда можно записать каждую
букву из Σ с помощью блока из 𝑠 битов. При этом код Σ𝑘 → Σ𝑛

превратится в код B𝑠𝑘 → B𝑠𝑛.

Кодовое расстояние при этом не уменьшится. В самом деле, если
для исходного кода оно было 𝑑, то теперь два кодовых слова отлича-
ются по крайней мере в 𝑑 блоках, а отличие в блоке означает отличие
хотя бы в одном бите этого блока.

Общая длина кодовых слов, однако, возрастёт (в 𝑠 раз), так что
допустимый процент ошибок в кодовом слове уменьшится в 𝑠 раз.

Более надёжный двоичный код получится, если кодировать бук-
вы алфавита Σ блоками не из 𝑠 битов, а из большего числа битов,
причём использовать при этом какой-либо код, исправляющий ошиб-
ки.

В общем случае такая конструкция «каскадного кода», или «кон-
катенации» двух кодов, применима к кодам

𝐹1 : Σ𝑘1
1 → Σ𝑛1

1 и 𝐹2 : Σ𝑘2
2 → Σ𝑛2

2 ,

если |Σ1| = |Σ2|𝑘2 . Тогда каждую букву алфавита Σ1 можно рассмат-
ривать как блок из 𝑘2 символов алфавита Σ2 и кодировать блоком
из 𝑛2 символов алфавита Σ2.
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Формально, определим конкатенацию «внешнего» кода 𝐹1 и «внут-
реннего» кода 𝐹2 как код

𝐹 : Σ𝑘1𝑘2
2 → Σ𝑛1𝑛2

2 .

Чтобы найти значение 𝐹 на слове длины 𝑘1𝑘2, составленном из букв
алфавита Σ2, это слово надо разбить на 𝑘1 блоков длины 𝑘2. Если
эти блоки считать буквами алфавита Σ1, получится слово длины
𝑘1 в алфавите Σ1. Применив к нему код 𝐹1, получим слово из 𝑛1

блоков длины 𝑘2. Остаётся закодировать каждый из этих блоков по
отдельности кодом 𝐹2, получив 𝑛1 блоков длины 𝑛2, или всего 𝑛1𝑛2

букв алфавита Σ2.
Теорема. Кодовое расстояние конкатенации кодов не меньше

произведения их кодовых расстояний.
В самом деле, рассмотрим два различных кодовых слова в конка-

тенации. Каждое из них состоит из 𝑛1 блоков длиной 𝑛2. Условие на
код 𝐹1 гарантирует, что имеется по крайней мере 𝑑1 различных бло-
ков. (Через 𝑑1, 𝑑2 мы обозначаем кодовые расстояния кодов 𝐹1 и 𝐹2.)
Условие на код 𝐹2 гарантирует, что в каждой паре различных бло-
ков имеется (как минимум) 𝑑2 отличающихся букв, всего получается
𝑑1𝑑2 различий.

Таким образом, каскадный код позволяет исправлять около 𝑑1𝑑2/2
ошибок (половина кодового расстояния). Но как именно это сделать?

11 Декодирование каскадных кодов

Пусть код 𝐹 является конкатенацией кодов 𝐹1 и 𝐹2. Имея алго-
ритмы декодирования для 𝐹1 и 𝐹2, можно предложить следующий
естественный алгоритм декодирования для 𝐹 : декодировать каждый
блок с помощью 𝐹2-декодирования, а к полученному слову приме-
нить 𝐹1-декодирование. Чтобы этот алгоритм работал, в декодируе-
мом слове должно быть не более 𝑒1 блоков с более чем 𝑒2 ошибками
(где 𝑒1 и 𝑒2—допустимые числа ошибок для кодов 𝐹1 и 𝐹2). Это заве-
домо будет так, если общее число ошибок (во всех блоках) не больше
𝑒1𝑒2. Учитывая, что 𝑒𝑖 ≈ 𝑑𝑖/2, мы видим, что такой алгоритм позво-
ляет исправлять примерно 𝑑1𝑑2/4 ошибок, что составляет четверть
кодового расстояния и вдвое меньше максимально допустимого чис-
ла ошибок (которое примерно равно половине кодового расстояния).

Более устойчивый к ошибкам (и тем не менее достаточно эффек-
тивный) алгоритм декодирования возможен, если в качестве внешне-
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го кода (как часто бывает) применяется код Рида-Соломона. Годится
и любой другой код, который позволяет эффективно декодировать
слова с ошибками и пропусками, причём пропуск считается за пол-
ошибки. В этом случае удаётся исправлять до 𝑑1𝑑2/2 ошибок (что
соответствует приведённой выше оценке для минимального рассто-
яния каскадного кода).

Делается это так. Пусть дан некоторый «порог» 𝑡, в диапазоне
0 . . . 𝑒2 = (𝑑2 − 1)/2. (Как его выбирать, мы обсудим дальше.) Полу-
чив для декодирования 𝑛1 блоков по 𝑛2 символов в каждом, мы при-
меняем алгоритм 𝐹2-декодирования к каждому блоку в отдельности,
а затем для проверки применяем алгоритм кодирования и смотрим,
в скольких позициях есть отличие. Если полученное кодовое слов
отличается от исходного блока более чем в 𝑒2 позициях (а также
если алгоритм декодирования вообще не дал результата), то этот
блок объявляется «неизвестным». Более того, если число отличий в
блоке больше порога 𝑡, то блок также объявляется неизвестным. Ре-
зультаты декодирования остальных («известных») блоков вместе с
информацией о том, какие блоки неизвестны, подаются на вход алго-
ритма декодирования кода 𝐹1—который, по предположению, умеет
работать с 𝑢 пропусками и 𝑣 ошибками, если 𝑢 + 2𝑣 < 𝑑1.

Лемма. Если общее число ошибочных позиций (среди 𝑛1𝑛2 по-
данных на вход описанного алгоритма) меньше 𝑑1𝑑2/2, то описан-
ный процесс позволит правильно декодировать исходное слово хотя
бы при одном значении параметра 𝑡.

Прежде чем доказывать лемму, заметим, что она не говорит, как
найти хорошее значение параметра 𝑡—но это и не нужно. Мы можем
перепробовать все значения (их число заведомо не превосходит 𝑛,
поэтому этот перебор не повредит полиномиальности алгоритма) и
затем проверить полученные результаты с помощью кодирования
(правильный должен давать менее 𝑑1𝑑2/2 отличий).

Осталось доказать лемму. Предположим, что некоторое 𝑡 выбра-
но. Пусть 𝜀𝑖—истинное число ошибок в 𝑖-м блоке (при 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛1).
Числа 𝜀𝑖 нам неизвестны, но мы знаем, что:

∙ если 𝜀𝑖 6 𝑡, то 𝑖-й блок декодирован правильно (и сочтён из-
вестным);

∙ если 𝑡 < 𝜀𝑖 < 𝑑2 − 𝑡, то 𝑖-й блок объявлен неизвестным (мы не
могли принять его за другой блок и счесть известным, так как если
расстояние до другого центра шара не больше 𝑡, то расстояние до
нашего центра не меньше 𝑑2 − 𝑡 по неравенству треугольника);
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∙ наконец, если 𝜀𝑖 > 𝑑2 − 𝑡, то с 𝑖-м блоком может быть всякое
(он может быть сочтён неизвестным или быть принятым за другой
блок).

Таким образом, для данного 𝑡 все индексы 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛1 делят-
ся на три категории (задаваемые тремя указанными неравенствами
на 𝜀𝑖). Количество таких индексов обозначим через 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) и 𝛾(𝑡)
соответственно. Нам достаточно доказать, что при некотором 𝑡 (из
промежутка 0 . . . 𝑒2) выполняется неравенство 𝛽(𝑡) + 2𝛾(𝑡) < 𝑑1. (Ре-
альная ситуация может быть даже немного лучше, если блок с боль-
шим числом ошибок не был принят за другой блок, а был сочтён
неизвестным.)

Чтобы доказать существование такого значения 𝑡, достаточно уста-
новить, что среднее значение величины 𝛽(𝑡) + 2𝛾(𝑡) меньше 𝑑1. При
усреднении мы будем выбирать 𝑡 среди чисел вида 𝑚/2, где 𝑚 целое
число в нитервале 0 до 𝑑2 − 1. При этом все значения 𝑚 будем счи-
тать равновероятными. А кодируемое слово, его код и внесённые в
него ошибки (и, тем самым, чи́сла 𝜀𝑖) мы считаем фиксированными.

В силу аддитивности математического ожидания (линейности сред-
него арифметического) можно вычислить средний вклад каждого
отдельного 𝑖, а потом сложить их по всем 𝑖. Итак, пусть фиксирова-
но некоторое 𝑖 (и, тем самым, значение 𝜀𝑖).

∙ Если 𝜀𝑖 6 𝑒2, то в третью категорию мы попасть не можем, а
во вторую попадём, когда 𝑡 < 𝜀𝑖, то есть, 𝑚 < 2𝜀𝑖. Вероятность этого
события (она же—вклад 𝑖 в интересующее нас среднее) есть 2𝜀𝑖/𝑑2.

∙ Если 𝜀𝑖 > 𝑒2, то мы попадём либо во вторую категорию, либо в
третью—последнее может случиться, только если 𝑡 > 𝑑2−𝜀𝑖, то есть,
𝑚 > 2(𝑑2 − 𝜀𝑖). Вероятность последнего события равна

𝑑2 − 2(𝑑2 − 𝜀𝑖)

𝑑2
,

поэтому математическое ожидание вклада позиции 𝑖 в 𝛽+2𝛾 не пре-
восходит

1 +
𝑑2 − 2𝑑2 + 2𝜀𝑖

𝑑2
=

2𝜀𝑖
𝑑2

.

Заметим, что полученная только что оценка верна (хотя и тривиаль-
на) при 𝜀𝑖 > 𝑑2.

Таким образом, среднее в обоих случаях не превосходит 2𝜀𝑖/𝑑2
для данного 𝑖 и 2

(︀∑︀
𝜀𝑖
)︀
/𝑑2 в сумме, что по предположению леммы
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меньше 𝑑1 (ведь
∑︀

𝜀𝑖 есть общее число ошибок в кодовом слове кас-
кадного кода).

Лемма доказана.
Задача.Постройте аналогичный алгоритм для исправления оши-

бок и пропусков: алгоритм должен декодировать слово с 𝑒 ошибками
и 𝑐 пропусками, коль скоро 2𝑒 + 𝑐 < 𝑑1𝑑2.

12 Теорема Форни

Будем рассматривать двоичные коды с возрастающей длиной кодо-
вого слова и требовать, чтобы доля исправляемых ошибок (𝑒/𝑛 в
наших обозначениях) и коэффициент полезного действия кода (𝑘/𝑛
в наших обозначениях) были отделены от нуля.

Существование таких кодов очевидно следует из оценки Варшамова-
Гилберта.

Но если мы хотим, чтобы алгоритмы кодирования и декодирова-
ния были бы достаточно эффективны (скажем, полиномиальны по
𝑛, длине кодового слова), требуется более сложная конструкция.

В двух словах эта конструкция (Форни, середина 1960-х годов)
такова: рассмотрим конкатенацию двух кодов, причём внешним яв-
ляется код Рида-Соломона, а внутренний ищется перебором кодо-
вых слов, как в доказательстве оценки Варшамова-Гилберта. Если
внутренний код имеет длину кодового слова 𝑂(log 𝑛), то его поиск и
алгоритмы кодирования/декодирования будут экспоненциальными
от log 𝑛, но полиномиальными по 𝑛.

Объясним это более подробно. При построении каскадного кода
коэффициенты полезного действия перемножаются, как и доли ис-
правляемых ошибок (даже если не использовать улучшенный алго-
ритм декодирования из предыдущего раздела). Поэтому нам нужно
всего лишь, чтобы для каждого из двух кодов коэффициент полез-
ного действия и доля исправляемых ошибок были отделены от нуля.

Для наглядности возьмём какой-нибудь пример с конкретными
значениями параметров. Фиксируем натуральное 𝑘 и рассмотрим по-
ле F из 2𝑘 элементов. Кодируемое слово будет состоять из 2𝑘−1 бло-
ков (число блоков—половина размера поля). Каждый блок содержит
𝑘 битов, то есть представляет собой элемент поля F. Мы считаем
блоки коэффициентами многочлена степени меньше 2𝑘−1. Внешним
кодом является код Рида-Соломона: от коэффициентов этого мно-
гочлена мы переходим к его значениям во всех 2𝑘 точках поля. При
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этом число блоков удваивается.

Далее мы кодируем по отдельности каждый блок с помощью
внутреннего кода. Будем считать, что при кодировании блок удлиня-
ется вдвое (из 𝑘 битов получается 2𝑘). Граница Варшамова-Гилберта
(рис. 1 на с. 7) показывает, что при этом можно добиться кодового
расстояния чуть более 10% (от длины кодового слова, в данном слу-
чае 2𝑘) и исправления 5% ошибок.

В итоге конкатенация кодов увеличивает число битов в 4 раза и
имеет кодовое расстояние 5% (от длины слова). При этом тривиаль-
ный алгоритм декодирования позволяет исправлять 1,25% ошибок,
а улучшенный—2,5%.

Осталось оценить сложность алгоритмов кодирования и декоди-
рования. Элементы поля размера 2𝑘 можно представить 𝑘-битовыми
строками. Вспомним построение этого поля, известное из курса ал-
гебры. Его можно получить, профакторизовав кольцо многочленов
F2[𝑡] по неприводимому многочлену степени 𝑘. (Здесь F2 = {0, 1}—
поле из двух элементов.) Как найти этот неприводимый многочлен?
Сейчас у нас большой запас времени и можно просто испробовать все
многочлены степени 𝑘, проверяя их неприводимость перебором воз-
можных делителей. Это не лучший способ проверки неприводимости—
для этого существует более эффективный алгоритм Берлекэмпа, но
использовать его не обязательно, поскольку многочленов 2𝑘 и воз-
можных делителей ещё меньше, так что перебор будет полиномиаль-
ным по длине кодируемого слова, равной 𝑘2𝑘−1. После отыскания
такого многочлена операции в поле выполняются за полиномиаль-
ное от 𝑘 время (что даже лучше, чем нужно). Так что единственная
сложная операция—это поиск кода, выполняемый при доказатель-
стве оценки Варшамова-Гилберта. Но и он полиномиален по 2𝑘 (по
крайней мере в двух доказательствах из трёх приведённых нами—не
годится доказательство со случайным кодом, так как там вероят-
ностное пространство имеет размер двойной экспоненты).

Декодирование внутреннего кода при этом происходит с помо-
щью перебора всех кодовых слов внутреннего кода (что допустимо,
так как их не более 2𝑘).

Замечание. Вместо использования поля из 2𝑘 элементов можно
было бы (с чуть худшими параметрами) использовать поле вычетов
по простому модулю 𝑝 между 2𝑘 и 2𝑘+1. Такое простое число суще-
ствует («постулат Бертрана», он же теорема Чебышёва), и найти его
можно перебором (полиномиальное от 2𝑘 число вариантов).
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Код Форни задается можно построить для любых фиксирован-
ных параметров 𝛼 ∈ (0, 1) и 𝛽 ∈ (0, 1/2). Для этого мы выбираем
некоторую (не слишком маленькую) длину 𝑛2 внутреннего и пере-
бором ищем внутренний двоичный код с параметрами 𝑑2 = 𝛽𝑛2 и
𝑘2 ≈ (1 − 𝐻(𝛽))𝑛2 на границе Варшамова–Гилберта, а в качестве
внешнего берём код Рида–Соломона в параметрами 𝑛1 = 𝑞1 = 2𝑘2 и
𝑘1 = (1 − 𝛼)𝑛1. Полученный код Форни имеет параметры 𝑛 = 𝑛1𝑛2

и 𝑑 = 𝑘1𝑘2, то есть, относительное кодовое расстояние 𝑑/𝑛 = 𝛼𝛽 и
скорость передачи 𝑘/𝑛 ≈ (1−𝛼)(1−𝐻(𝛽)). Поскольку 𝑛2 пропорци-
онально 𝑘2 = log 𝑛1 6 log 𝑛, внутренний код можно найти перебором
за полиномиальное от 𝑛 время.

Допустим нам заранее задано относительное кодовое расстояние
𝑑/𝑛, которое должен иметь полученный таким образом код Форни.
Тогда мы можем выбирать параметры 𝛼, 𝛽 среди всех пар, для ко-
торых 𝛼𝛽 = 𝑑/𝑛. Скорость передачи способность полученного кода
примерно равна (1−𝛼)(1−𝐻(𝛽)) и хочется понять, для какого пред-
ставления 𝑑/𝑛 в виде 𝛼𝛽 она максимальна. В общем виде эту задачу
решить не удается. Для некоторых конкретных значений 𝑑/𝑛 наи-
лучшие значения приведены в следующей таблице:

𝑑/𝑛 0.02 0.05 0.1 0.2 0.3
𝛼 0.29 0.42 0.55 0.72 0.84
𝛽 0.07 0.12 0.18 0.28 0.36

𝑘/𝑛 = (1 − 𝛼)(1 −𝐻(𝛽)) 0.45 0.27 0.14 0.04 0.01

13 Код Форни-Возенкрафта-Юстесена

Интересная модификация конструкции Форни из предыдущего раз-
дела была предложена Юстесеном. Её идея в том, что мы не обязаны
использовать один и тот же внутренний код для всех блоков. Более
того, если для некоторой малой части блоков мы выберем неудачный
внутренний код, это тоже не страшно (хотя и приведёт к некоторому
уменьшению кодового расстояния конкатенации).

А именно, для кодирования блока номер 𝛼 ∈ F будем использо-
вать код Возенкрафта 𝐶𝛼 для 𝑞 = 2. Напомним, что код 𝐶𝛼 кодирует
строку 𝑥 из 𝑘 битов кодовым словом (𝑥, 𝛼 · 𝑥) из 2𝑘 битов, где · обо-
значает умножение в поле F из 2𝑘 элементов. Скорость этого кода
равна 1/2. А кодовое расстояние для большинства 𝛼 лежит вблизи
границы Варшамова-Гилберта: доля тех 𝛼, для которых оно не боль-
ше 2𝑒, не превосходит 𝑉 (2𝑒, 2𝑘)/𝑞𝑘 (по лемме Возенкрафта). Поэтому
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получающийся каскадный лишь незначительно хуже кодов Форни,
но зато не требует перебора при построении внутреннего кода.

Этот код называется каскадным кодом Форни-Возенкрафта-Юс-

тесена. Конкретно это выглядит так. Как и в конструкции Форни,
мы начинаем с 2𝑘−1 блоков длины 𝑘, рассматривая блоки как эле-
менты поля F. Эти элементы мы считаем коэффициентами некото-
рого многочлена 𝑃 степени меньше 2𝑘−1. Затем мы берём значения
многочлена 𝑃 во всех точках 𝑥 ∈ F и подвергаем их внутреннему
кодированию. В данном случае к значению 𝑃 (𝑥) мы применяем код
𝐶𝑥, то есть рассматриваем пару

(𝑃 (𝑥), 𝑥𝑃 (𝑥))

как слово длины 2𝑘. Все эти слова вместе и образуют кодовое слово
длины 2𝑘2𝑘.

Этот код имеет коэффициент полезного действия 25% (удлиняет
слова в четыре раза). Кодовое расстояние этого кода (делённое на
длину кодового слова, то есть в расчёте на один символ) отделено от
нуля, как и в конструкции Форни.

Это можно доказать примерно так: при некотором 𝜀 > 0 доля тех
𝑥 ∈ F, при которых кодовое расстояние кода 𝐶𝑥 (в расчёте на символ)
меньше 𝜀, не превосходит 1%. А один процент блоков внешнего кода
не может сильно повлиять на его кодовое расстояние.

Замечания.
1. При этой конструкции построение кода и кодирование не тре-

буют перебора. Однако декодирование внутреннего кода (в тех бло-
ках, где оно удаётся) по-прежнему требует перебора всех возможных
кодовых слов.

2. Построенный код легко описать безо всякого упоминания о кон-
катенации. В самом деле, мы делаем всё как в кодах Рида-Соломона,
только берём значения (во всех точках поля) не одного многочлена
𝑃 (𝑥), а двух: многочлена 𝑃 (𝑥) и многочлена 𝑥𝑃 (𝑥). Другими слова-
ми, мы записываем данный нам набор элементов поля в коэффици-
енты многочленов дважды—начиная со свободного члена и начиная
с первой степени—и объединяем полученные значения.

3. В качестве внутренних кодов можно использовать и коды Во-
зенкрафта с любой скоростью передачи не меньше 1/2. В самом деле
длина кода Рида–Соломона будет не меньше количества возможных
значений параметра 𝛼 в определении кода Возенкрафта, поэтому для
кодирования внутренних блоков можно перепробовать все значения
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параметра.

14 Оценка Плоткина

14.1 Двоичные коды

Различие между границами Хэмминга и Гилберта особенно рази-
тельно в правой половине рис. 1: при 𝑑 > 𝑛/2 граница Хэмминга не
запрещает существования кодов, а граница Гилберта не гарантирует
их существования. Что же происходит на самом деле? (Речь идёт о
двоичных кодах, когда Σ = {0, 1}.)

Максимальное расстояние между двумя элементами B𝑛 равно 𝑛.
Точки, между которыми такое расстояние, отличаются во всех по-
зициях, и потому ясно, что три точки с попарными расстояниями 𝑛
найти нельзя. Более того, даже если ослабить требования и искать
три точки с попарными расстояниями не меньше 0,99𝑛, это тоже не
удастся: если 𝐵 и 𝐶 отличаются от 𝐴 в 99% мест, то 𝐵 совпадает с 𝐶
по крайней мере в 98% мест.

Аналогичное утверждение, хотя и не по столь очевидным причи-
нам, справедливо для любой доли 𝛽 > 1/2.

Лемма. Пусть 𝛽 > 1/2. Количество точек в B𝑛, попарные рас-
стояния между которыми не меньше 𝛽𝑛, не превосходит

1

2𝛽 − 1
+ 1.

Здесь важно, что оценка на число точек не зависит от 𝑛 (хотя и
зависит от 𝛽: чем ближе 𝛽 к 1/2, тем слабее оценка).

Доказательство леммы. Удобно вместо последовательностей ну-
лей и единиц рассматривать последовательности единиц и минус
единиц, считая их векторами в R𝑛. Определим скалярное произве-
дение в R𝑛, положив

(⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩, ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑛⟩) =

∑︀
𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛

.

Разница с обычным скалярным произведением в R𝑛 состоит лишь
в дополнительном делении на 𝑛. Это технически удобно, поскольку
при этом евклидова длина любого слова (которое, напомним, мы
считаем вектором из плюс-минус единиц) равна 1.
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Если расстояние Хэмминга между двумя кодовыми словами не
меньше 𝛽𝑛, то их скалярное произведение отрицательно и не больше
1−2𝛽. Теперь легко получить оценку на число векторов: если имеется
𝑁 единичных векторов 𝑒1, . . . , 𝑒𝑁 в евклидовом пространстве 𝑉 и при
этом скалярное произведение любых двух из них не больше 1 − 2𝛽,
то

0 6 (𝑒1 + . . . + 𝑒𝑁 , 𝑒1 + . . . + 𝑒𝑁 ) 6 𝑁 + 𝑁(𝑁 − 1)(1 − 2𝛽)

(имеется𝑁 квадратов и𝑁(𝑁−1) попарных произведений различных
векторов), откуда

𝑁 − 1 6
1

2𝛽 − 1
,

что и требовалось в лемме.
Таком образом, если мы хотим, чтобы количество передаваемой

информации росло с ростом 𝑛, на исправление более чем 25% оши-
бок надеяться не приходится. В частности, в правой половине рис. 1
никаких интересных кодов нет, хотя оценка Хэмминга их и не запре-
щает.

Если требовать, чтобы кодовое расстояние было больше 50% (раз-
решая ему быть сколь угодно близким к 50%), то все углы между
кодовыми словами будут тупыми и число точек не больше 𝑛+ 1, как
показывает следующее простое утверждение:

Если несколько векторов евклидова пространства образуют по-

парно тупые углы, то после удаления любого из векторов получа-

ется линейно независимая система.

В самом деле, предположим, что векторы 𝑥0, . . . , 𝑥𝑘 образуют
попарно тупые углы. Покажем, что 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 линейно независимы.
Пусть это не так и

𝜆1𝑥1 + . . . + 𝜆𝑘𝑥𝑘 = 0.

Вычеркнем все нулевые коэффициенты. Если оставшиеся коэффи-
циенты имеют один знак, то умножим скалярно на 𝑥0 и получим
противоречие: сумма нескольких отрицательных скалярных произ-
ведений с коэффициентами одного знака равна нулю.

Если оставшиеся коэффициенты имеют разные знаки, то разне-
сём их в разные части и получим равенство

𝜆𝑖𝑥𝑖 + . . . = 𝜆𝑗𝑥𝑗 + . . . ,
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где все коэффициенты положительны. Если обе части равны нулю,
то смотри выше. Если же нет, то скалярное произведение левой ча-
сти на правую одновременно положительно (как скалярный квадрат
вектора) и отрицательно (как сумма отрицательных скалярных про-
изведений с положительными коэффициентами). Линейная незави-
симость доказана.

Если разрешить и прямые углы (наряду с тупыми), то макси-
мальное число векторов в 𝑛-мерном евклидовом пространстве воз-
растёт до 2𝑛. В самом деле, можно взять плюс-минус векторы бази-
са, их как раз 2𝑛. Больше векторов взять не удастся:

Если ненулевые екторы в 𝑛-мерном евклидовом пространстве

образуют попарно прямые или тупые углы, то их число не превос-

ходит 2𝑛.
В самом деле, можно считать, что линейная оболочка векторов

совпадает со всем пространством (иначе можно свести дело к мень-
шей размерности, рассуждая по индукции) и векторы 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 об-
разуют базис. Выразим остальные 𝑥𝑘 (при 𝑘 > 𝑛) через 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

Шаг 1. Заметим, что в таких выражениях все ненулевые коэф-
фициенты (а в каждом из выражений они есть, поскольку 𝑥𝑘 ̸= 0)
отрицательны. В самом деле, предположим, что это не так и в каком-
то из выражений

𝑥𝑘 = 𝜆1𝑥1 + . . . + 𝜆𝑛𝑥𝑛

есть положительные 𝜆𝑖. Перенесём все отрицательные коэффициен-
ты в левую часть и получим равенство

𝑥𝑘 + (−𝜆𝑠)𝑥𝑠 + . . . = 𝜆𝑡𝑥𝑡 + . . . ,

где все коэффициенты при 𝑥𝑖 положительны и в правой части что-то
осталось (ведь были положительные коэффициенты). Тогда правая
часть этого равенства (а значит, и левая) отлична от нуля в силу
линейной независимости векторов базиса. Произведение левой ча-
сти на правую должно быть одновременно положительно (как ска-
лярный квадрат ненулевого вектора) и неположительно (поскольку
после раскрытия скобок становится суммой неположительных ска-
лярных произведений с положительными коэффициентами). Проти-
воречие.

Шаг 2. Если общее число векторов больше 2𝑛, то векторы 𝑥𝑘

при 𝑘 > 𝑛 (их не меньше 𝑛 + 1 штук в 𝑛-мерном пространстве) ли-
нейно зависимы. Коэффициенты их нулевой линейной комбинации
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не могут быть одного знака, ведь в выражениях через базисные век-
торы 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 коэффициенты отрицательны и сократиться друг с
другом не могут. Значит, есть разные знаки и можно снова разнести
их по разным частям:

𝜇𝑠𝑥𝑠 + . . . = 𝜇𝑡𝑥𝑡 + . . . ,

где все коэффициенты 𝜇𝑖 положительны. Обе части содержат хотя
бы один ненулевой член и потому не равны нулю (как мы уже зна-
ем про линейные комбинации с коэффициентами одного знака). По-
этому скалярное произведение левой части и правой одновременно
положительно (как скалярный квадрат ненулевого вектора) и непо-
ложительно (как сумма неположительных скалярных произведений
с положительными коэффициентами). Противоречие.

Таким образом, мы приходим к оценке (границе) Плоткина: чис-
ло кодовых слов длины 𝑛 с попарными расстояниями не меньше 𝑛/2
не превосходит 2𝑛.

14.2 Коды над произвольным алфавитом

На алфавит Σ мощности 𝑞 оценка Плоткина обобщаяется следую-
щим образом.

Теорема. (1) Пусть 𝛽 > 1−1/𝑞. Количество точек в Σ𝑛, попарные
расстояния между которыми не меньше 𝛽𝑛, не превосходит

1

𝑞𝛽/(𝑞 − 1) − 1
+ 1.

(2) Количество точек в Σ𝑛, попарные расстояния между которыми
не меньше (1 − 1/𝑞)𝑛, не превосходит 2𝑛(𝑞 − 1).

Доказательство теоремы аналогично случаю 𝑞 = 2. Мы опять
сопоставляем каждому кодовому слову некоторый вектор евклидо-
ва пространства, причем его размерность равна (𝑞 − 1)𝑛. Для этого
каждый символ алфавита мы заменяем на вектор размерности 𝑞−1,
так чтобы скалярные произведения векторов, сопоставленных раз-
ным буквам были достаточно большими отрицательными числами.
Для случая 𝑞 = 2 это одномерные вектора 1 и −1, со скалярным
произведением −1. Для 𝑞 > 2 нам не удастся сделать скалярные
произведения равными −1, а только −1/(𝑞 − 1).

Лемма. В 𝑞 − 1-мерном евклидовом пространстве существуют 𝑞
векторов единичной длины, для которых все попарные скалярные
произведения равны −1/(𝑞 − 1).
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(Заметим в скобках, что оценка на попарные скалярные прозведе-
ния в этой лемме оптимальна: в евклидом пространстве любой раз-
мерности не существует 𝑞 векторов единичной длины, для которых
все попарные скалярные произведения строго меньше −1/(𝑞−1). По
существу мы доказали это в предыдущем разделе, когда доказывали
оценку Плоткина в первом варианте.)

Доказательство леммы. Для случая двумерного пространства
это будут вектора под углом в 120 градусов друг другу. В трехмерном
пространстве это будут вектора, направленные от центра правиль-
ного тетраэдра к его вершинам.

В общем случае мы докажем лемму индукцией по 𝑞. В качестве
базы можно взять 𝑞 = 2. Индуктивный переход: пусть в 𝑞−1-мерном
евклидовом пространстве выбраны 𝑞 вектором единичной длины,
для которых все попарные скалярные произведения равны−1/(𝑞−1).

Умножим все эти вектора на коэффициент
√︀

1 − 1/𝑞2 и добавим в
качестве новой координаты 1/𝑞. В результате такого преобразования,
длина осталась единичной, а скалярные произведения стали равны-
ми 1/𝑞2−(1−1/𝑞2)/(𝑞−1) = −1/𝑞. Осталось добавить к полученным
векторам 𝑞 + 1-ый вектор, который имеет −1 в новой координате и
нули в старых координатах. Лемма доказана.

Продолжим доказательство теоремы.
(1) Сопоставим буквам алфавита вектора, существующие по лем-

ме. Пусть имеются 𝑁 точек Σ𝑛, попарные расстояния между кото-
рыми не меньше 𝛽𝑛. Заменим в каждой из них каждую букву на
соответствующий вектор. Получим 𝑁 векторов в 𝑛(𝑞 − 1)-ом евкли-
довом пространстве. Скалярное произведение в этом пространстве,
как и раньше, определим формулой

(⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛(𝑞−1)⟩, ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑛(𝑞−1)⟩) =

∑︀
𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛

(мы по-прежнему делим на 𝑛, а не на 𝑛(𝑞 − 1)).
Тогда по-прежнему полученные 𝑁 векторов имеют единичную

длину, а их попарные скалярные произведения не больше, чем

1 − 𝛽 − 𝛽/(𝑞 − 1) = 1 − 𝑞𝛽/(𝑞 − 1).

Рассуждая точно так же, как и раньше, рассмотрим скалярный квад-
рат вектора 𝑒1+ . . .+𝑒𝑁 , равного сумме всех векторов. Мы получаем
неравенство

0 6 (𝑒1 + . . . + 𝑒𝑁 , 𝑒1 + . . . + 𝑒𝑁 ) 6 𝑁 + 𝑁(𝑁 − 1)(1 − 𝑞𝛽(𝑞 − 1)),
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из которого сразу следует доказываемое неравенство.
(2) Пусть имеются 𝑁 точек Σ𝑛, попарные расстояния между ко-

торыми не меньше 1− 1/𝑞. Как и в предыдущем пункте, сопоставим
им 𝑁 векторов в (𝑞 − 1)𝑛-мерном евклидовом пространстве. Попар-
ные скалярные произведения полученных векторов будут не больше

1/𝑞 − (1 − 1/𝑞)/(𝑞 − 1) = 0.

Как мы уже знаем, отсюда следует, что 𝑁 не превосходит 2𝑛(𝑞 − 1).

15 Улучшение оценки Синглтона

Имея оценку Плоткина, вернёмся к рассуждению, использованно-
му для доказательства оценки Синглтона, и получим более сильную
оценку. Будем рассматривать случай кодов в двухбуквенном алфа-
вите.

Пусть код имеет длину кодовых слов 𝑛, длину кодируемого слова
𝑘 и расстояние 𝑑 (мы будем писать для краткости «[𝑛, 𝑘, 𝑑]2-код»;
индекс 2—размер алфавита). Принцип Дирихле показывает, что для
любого 𝑡 от 1 до 𝑘 − 1 среди 2𝑘 кодовых слов можно указать 2𝑘−𝑡

кодовых слов, которые совпадают в первых 𝑡 битах. Они образуют
[𝑛− 𝑡, 𝑘− 𝑡, 𝑑]2-код (поскольку первые 𝑡 битов совпадают, 𝑑 различий
приходятся на остальные 𝑛− 𝑡 битов).

Доказывая оценку Синглтона, мы брали 𝑡 = 𝑘 − 1 и замечали,
что для полученного кода (с двумя кодовыми словами) расстояние
не больше длины кодового слова:

𝑛− (𝑘 − 1) > 𝑑.

Теперь мы можем взять меньшее 𝑡, при котором у полученного кода
длина кодового слова будет равна удвоенному расстоянию:

𝑛− 𝑡 = 2𝑑, или 𝑡 = 𝑛− 2𝑑.

Согласно оценке Плоткина, число кодовых слов не превосходит удво-
енной длины:

2𝑘−𝑡 6 4𝑑, или 𝑘 − 𝑛 + 2𝑑 6 log(4𝑑).

Замечая, что 𝑑 6 𝑛 и деля на 𝑛, получаем оценку

𝑘

𝑛
+ 2

𝑑

𝑛
6 1 + 4 log 𝑛/𝑛.
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При больши́х 𝑛 последним слагаемым можно пренебречь и на рис. 1
появляется новая граница (пунктир на рис. 3).

𝑑/𝑛

𝑘/𝑛

11/2

1

1/2

?

Рис. 3: Улучшение границы Синглтона.

Видно, что она кое-где сильнее, а кое-где слабее границы Хэм-
минга.

16 Код Адамара

Оказывается, что оценка Плоткина является точной, если 𝑛 есть сте-
пень двойки. Соответствующий пример доставляют коды Адамара.

Код Адамара состоит из 2𝑛 кодовых слов длины 𝑛, любые два
из которых отличаются либо ровно в половине позиций (так что со-
ответствующие векторы ортогональны), либо во всех позициях. Код
Адамара строится при 𝑛 = 2𝑠. Для этого позиции в слове будем
представлять себе как вершины 𝑠-мерного булева куба B𝑠, а слова—
как функции B𝑠 → B. Такая функция задаётся своими значениями
в 2𝑠 = 𝑛 вершинах, и эти значения образуют слово длины 𝑛, надо
только фиксировать какой-либо порядок на вершинах куба.

В качестве кодовых слов возьмём аффинные функции, то есть
функции вида

⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑠⟩ ↦→ 𝑎0 + 𝑎1𝑥1 + . . . + 𝑎𝑠𝑥𝑠
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при 𝑎0, . . . , 𝑎𝑠 ∈ B (умножение и сложение—как в поле из двух эле-
ментов). Такая функция задаётся набором своих коэффициентов, и
потому имеется 2𝑠+1 = 2𝑛 аффинных функций.

Две такие функции либо различаются во всех точках (если от-
личаются лишь коэффициентом 𝑎0), либо ровно в половине точек
(образующих аффинное подпространство коразмерности 1 над по-
лем B). Код Адамара построен.

С точки зрения структуры евклидова пространства R𝑛, о кото-
ром мы говорили в разделе 14, кодовые слова кода Адамара явля-
ются плюс-минус базисными векторами ортонормированного базиса
(замена знака соответствует добавлению единицы к аффинной функ-
ции, то есть изменению 𝑎0).

Итак, к настоящему времени у нас есть три явные конструк-
ции кодов для двухбуквенного алфавита: код Хэмминга, код Форни-
Юстесена-Возенкрафта и код Адамара. Код Хэмминга имеет коэф-
фициент полезного действия, близкий к 100%, но исправляет только
одну ошибку. Напротив, код Адамара исправляет почти что мак-
симально возможное число ошибок (до 25%), но зато имеет очень
малый коэффициент полезного действия. Код Форни занимает про-
межуточное положение: у него и доля исправляемых ошибок, и ко-
эффициент полезного действия отделены от нуля, хотя и невелики.

Для больши́х алфавитов ситуация лучше: там код Рида-Соломона
при подходящем выборе параметров позволяет достичь любого за-
данного коэффициента полезного действия и исправляет при этом
максимально возможное (по неравенству Синглтона) число ошибок.

Замечание. Мы знаем, что в коде Адамара кодовое расстояние
равно 50%. Однако у кода Адамара длина кодового слова экспонен-
циально больше длины исходного сообщения (𝑛 = 2𝑘). Если мы хо-
тим явно указать код, у которого кодовое расстояние приближается
к 50% (и границе Плоткина), а длина кодовых слов полиномиаль-
на (от длины кодируемого сообщения), то можно использовать кас-
кадный код, в котором внутренним кодом является код Адамара, а
внешним—код Рида-Соломона.

В самом деле, рассмотрим код Адамара с 2𝑚+1 кодовыми сло-
вами размера 2𝑚. Используя его как внутренний код, мы получаем
для внешнего кода алфавит из 2𝑚+1 символов. Для простоты запи-
си формул пожертвуем половиной и будем использовать лишь 2𝑚 из
них. Зафиксируем некоторое 𝜀 > 0. Внешний код Рида-Соломона бу-
дет кодировать 𝜀2𝑚 таких символов (блоков из 𝑚 битов) с помощью
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2𝑚 символов (блоков), каждый из которых при внутреннем кодиро-
вании изображается 2𝑚 битами.

(Другими словами, мы разбиваем слово из 𝜀𝑞 log 𝑞 битов, где 𝑞 =
2𝑚, на 𝜀𝑞 блоков размера log 𝑞, и считаем каждый блок элементом
F𝑞. Код Рида-Соломона превращает эти 𝜀𝑞 элементов поля F𝑞 в 𝑞
элементов того же поля, после чего каждый из 𝑞 элементов мы за-
меняем его кодом Адамара и в итоге получаем 𝑞2 битов.)

В итоге параметры каскадного кода таковы: длина входного слова
𝜀𝑚2𝑚; длина выходного слова (2𝑚)2; кодовое расстояние (в расчёте
на символ) не меньше произведения кодовых расстояний, то есть
1
2 (1 − 𝜀).

Таким образом, мы можем достичь кодового расстояния, сколь
угодно близкого к 50% (при малом фиксированном 𝜀). При этом
длина кодового слова ограничивается примерно квадратом длины
кодируемого слова.

(Такая граница представляет интерес лишь потому, что наш код
описан явно—граница Варшамова-Гилберта позволяет получить ли-
нейные коды с лучшими параметрами, которые можно использо-
вать либо сами по себе, либо как внутренний код для кода Рида-
Соломона, как в конструкции Форни.)

17 Вероятностное декодирование

кодов Адамара

Пусть фиксировано некоторое значение 𝛼 < 1/4. Тогда, как мы зна-
ем, возможно однозначное декодирование кода Адамара с исправле-
нием до 𝛼 ошибок (на символ).

Можно ли это делать за полиномиальное время? Постановка это-
го вопроса требует уточнения: полиномиальное время от чего? От
длины кодируемого слова или длины кодового слова? Поскольку мы
кодируем 𝑚 + 1 битов с помощью 2𝑚 битов, разница весьма суще-
ственна.

Тривиальный ответ таков: за полиномиальное от 2𝑚 время мы
можем перебрать все 2𝑚+1 возможных кодируемых слов и найти
нужное, а за полиномиальное от 𝑚 время мы сможем прочесть лишь
пренебрежимо малую часть кодового слова, и вся эта часть может
попасть в зону ошибок, так что декодирование невозможно.

(Более аккуратное рассуждение: проведём декодирование для какого-
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то одного случая, скажем, нулевого слова, потом посмотрим, какие
позиции в кодовом слове мы прочли, и во всех кодовых словах эти
позиции сделаем нулевыми; доля ошибок будет невелика, а декоди-
рование разрушено.)

Другое возможное уточнение: говоря о декодировании слова дли-
ны 2𝑚 за полиномиальное от 𝑚 время, будем предполагать, что это
слово задано нам как «оракул»: по номеру бита (этот номер имеет
длину𝑚) нам сообщают значение соответствующего бита. (Это уточ-
нение необходимо, поскольку, скажем, давать на вход слово длины
2𝑚 на ленте бессмысленно—в этом случае реально будет доступно
лишь его начало полиномиальной длины.)

Оказывается, что в данной постановке задачи декодирование за
полиномиальное время может быть выполнено вероятностным алго-
ритмом со сколь угодно малой вероятностью ошибки. Точная фор-
мулировка:

Теорема. Для всякого 𝛼 < 1/4 и для всякого 𝜀 > 0 существу-
ет вероятностный алгоритм, который, получив число 𝑚 и (в виде
оракула) кодовое слово длины 2𝑚 с не более чем 𝛼2𝑚 ошибок, ра-
ботает полиномиальное от 𝑚 время и правильно декодирует слово с
вероятностью не менее 1 − 𝜀.

(Заметим, что полином, ограничивающий время работы, зависит
от 𝛼 и от 𝜀: чем ближе 𝛼 к 1/4 и чем меньше 𝜀, тем дольше работает
алгоритм.)

Доказательство. По условию мы можем найти значение неиз-
вестной аффинной функции 𝑓 : B𝑛 → B, имеющей вид

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥1 + 𝑓2𝑥2 + . . . + 𝑓𝑛𝑥𝑛

в случайной точке с вероятностью ошибки не больше 𝛼. Коэффици-
ент 𝑓1 можно записать как разность значений в двух точках, отли-
чающихся по первой координате:

𝑓1 = 𝑓(𝑥1 + 1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Если в качестве (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) взять случайную равномерно распреде-
лённую точку, то сдвинутая точка (𝑥1 + 1, . . . , 𝑥𝑛) также будет рав-
номерно распределена (хотя, конечно, эти две точки не будут неза-
висимы). Каждое из двух значений 𝑓 нам известно с вероятностью
ошибки не больше 2𝛼, поэтому правильное значение для 𝑓1 будет
получено с вероятностью не меньше 1 − 2𝛼 > 50%.
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Повторяя это несколько раз (для независимых точек) и затем
определяя ответ большинством, можно (как известно из теории ве-
роятностей) быстро уменьшать вероятность ошибки и тем самым
найти коэффициент 𝑓1 со сколь угодно малой вероятностью ошиб-
ки. Аналогично найдём и все остальные 𝑓𝑖, после чего уже можно
находить 𝑓0 (тоже голосованием по нескольким точкам).

Теорема доказана.
Замечание. Как известно из теории вероятностей, при таком

повторении (и голосовании) вероятность ошибки убывает быстро,
поэтому можно сделать её, скажем, меньше 2−𝑚, оставив алгоритм
полиномиальным по 𝑚.

18 Коды Рида-Маллера

Коды Рида-Соломона и коды Адамара являются двумя крайними
случаями в семействе кодов, называемых кодами Рида-Маллера: в
кодах Рида-Соломона мы рассматривали многочлены от одной пе-
ременной, но большой степени, а в кодах Адамара-от многих пере-
менных, но первой степени.

В общем случае мы рассматриваем многочлены от 𝑙 переменных
степени не выше 𝑑 над полем F𝑞. При этом степень понимается как
суммарная степень по всем переменным. (При 𝑙 = 1 получаются коды
Рида-Соломона, при 𝑑 = 1—коды Адамара.) Алфавит состоит из 𝑞
символов (элементов поля); коэффициенты многочлена степени не
выше 𝑑 образуют кодируемое слово, а значения этого многочлена во
всех точках F𝑙

𝑞—кодовое слово.

Длина кодового слова равна 𝑞𝑙, а длина кодируемого слова равна
числу решений неравенства

𝑚1 + . . . + 𝑚𝑙 6 𝑑

в неотрицательных целых числах, то есть 𝐶𝑙
𝑑+𝑙 (решение такого нера-

венства задаётся разбиением ряда из 𝑑 объектов на 𝑙 + 1 групп с
помощью 𝑙 перегородок; числа 𝑚1, . . . ,𝑚𝑙—числа объектов между
перегородками; объекты справа от последней перегородки не входят
ни в одно 𝑚𝑖 и составляют разницу между частями неравенства).

Оценка кодового расстояния основана на следующем простом ал-
гебраическом утверждении:

Лемма. Пусть F𝑞—поле из 𝑞 элементов, а 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙)—многочлен
от 𝑙 переменных над этим полем, причём его степень (суммарная по
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всем переменным) равна 𝑑. Тогда доля точек (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) ∈ F𝑙
𝑞, для

которых

𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) = 0,

не превосходит 𝑑/𝑞.
Доказательство. Лемма очевидна, если многочлен содержит

член степени 𝑑, в который входит только одна переменная. Тогда
при любых значениях остальных переменных получается ненулевой
многочлен степени 𝑑, имеющий не более 𝑑 корней, так что на каждой
прямой (когда все остальные переменные фиксированы) доля нулей
не больше 𝑑/𝑞, и остаётся их усреднить.

К этому случаю можно пытаться сводить произвольный мно-
гочлен линейной невырожденной заменой переменных (которая не
меняет суммарную степень); проще, однако, доказать утверждение
леммы индукцией по числу переменных. Для 𝑙 = 1 утверждение
леммы очевидно (число корней многочлена от одной переменной не
превосходит его степени).

Для произвольного 𝑙 рассуждаем так. Выделим какую-нибудь пе-
ременную, например, 𝑥1, и рассмотрим моном с максимальной сте-
пенью по 𝑥1. Пусть эта степень равна 𝑠; очевидно, 𝑠 6 𝑑. Запишем 𝑃
как многочлен по 𝑥1, коэффициенты которого суть многочлены от
𝑥2, . . . , 𝑥𝑙. Коэффициент при 𝑥𝑠

1 представляет собой некоторый мно-
гочлен 𝑄(𝑥2, . . . , 𝑥𝑙) степени не больше 𝑑 − 𝑠. Случай 𝑑 − 𝑠 = 0 мы
уже обсуждали. В общем случае для равномерно распределённых
случайных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑙 вероятность события

𝑄(𝑥2, . . . , 𝑥𝑙) = 0

по предположению индукции не превосходит (𝑑−𝑠)/𝑞, а вероятность
события

𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) = 0, но 𝑄(𝑥2, . . . , 𝑥𝑙) ̸= 0

не превосходит 𝑠/𝑞, поскольку для каждого набора значений 𝑥2, . . . , 𝑥𝑙,
при которых 𝑄(𝑥2, . . . , 𝑥𝑙) ̸= 0, существует не более 𝑠 значений 𝑥1,
при которых 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) = 0. (Так что даже и условная вероятность

𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑙) = 0 при условии 𝑄(𝑥2, . . . , 𝑥𝑙) ̸= 0

не превосходит 𝑠/𝑞.) Складывая вероятности, получаем искомую оцен-
ку 𝑑/𝑞. Лемма доказана.



40 19.

Таким образом, кодовое расстояние не меньше 𝑞𝑙(1−𝑑/𝑞), то есть
(1 − 𝑑/𝑞) в расчёте на один символ. Например, при 𝑑 = 1 и 𝑞 = 2
получается расстояние 50%, как мы уже видели для кодов Адамара.

Ещё один пример: пусть 𝑙 = 2. Кодовое слово состоит из 𝑞2 симво-
лов, а кодируемое слово из 𝐶2

𝑑+2 = (𝑑 + 1)(𝑑 + 2)/2 ≈ 𝑑2/2 символов.
Таким образом, коэффициент полезного действия кода примерно ра-
вен (1/2)𝑑2/𝑞2, что значительно хуже, чем у кодов Рида-Соломона
при том же удельном кодовом расстоянии 1−𝑑/𝑞. Зато размер алфа-
вита теперь уже равен корню из длины кодового слова (а не самой
этой длине).

19 Коды БЧХ

Эти коды названы БЧХ (в английском варианте—BCH) по именам
своих изобретателей: Боуза (Bose), Чоудхури (Ray-Chaudhuri) и Хоквин-
гема (Hocquenghem). Они позволяют исправлять любое фиксирован-
ное число ошибок над двухбуквенным алфавитом и примыкают к
коду Хэмминга (который является их частным случаем).

Рассмотрим поле F из 𝑛 = 2𝑚 элементов и многочлены степени
меньше 𝑛 с коэффициентами в этом поле. Такой многочлен

𝐴(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + . . . + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1

определяется 𝑛 коэффициентами 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1. С другой стороны, он
однозначно определяется своими значениями в точках поля F (в поле
как раз 𝑛 элементов). Значения многочлена в каждой точке поля
можно выбрать произвольно: каковы бы ни были эти значения, мы
сможем подобрать соответствующий им многочлен степени 𝑛−1. Так
что соответствие

коэффициенты ↔ значения

является изоморфизмом 𝑛-мерных пространств над полем F. (Этот
изоморфизм является дискретным вариантом преобразования Фу-
рье.)

Наложим теперь на многочлен 𝐴 некоторые ограничения. Во-
первых, потребуем, чтобы его степень была меньше 𝑛−𝑠 (для некото-
рого фиксированного 𝑠). Другими словами, потребуем, чтобы стар-
шие 𝑠 коэффициентов равнялись нулю. (Таблицы значений таких
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многочленов образуют, как мы помним, код Рида-Соломона с рас-
стоянием 𝑠 + 1.)

Во-вторых, потребуем ещё, чтобы значения многочлена 𝐴 во всех
точках поля равнялись нулю или единице (поля F). В этом случае
таблица значений будет двоичным словом длины 𝑛.

Все такие таблицы и являются кодовыми словами кода БЧХ.

Переформулировка: слово из 𝑛 нулей и единиц является кодовым
словом кода БЧХ, если соответствующий ему многочлен (принима-
ющий указанные значения в 𝑛 точках поля F) имеет степень меньше
𝑛− 𝑠. (Здесь 𝑛 и 𝑠—параметры кода.)

Кодовое расстояние этого кода не меньше 𝑠+ 1 (поскольку он яв-
ляется частью кода Рида-Соломона с таким кодовым расстоянием).
Сложнее понять, сколько при этом образуется кодовых слов. Хотя
оба ограничения на многочлен 𝐴 просты, но одно из них формулиру-
ется в терминах его коэффициентов, а другое—в терминах значений,
и надо ещё понять, как они взаимодействуют друг с другом.

Для этого нам понадобятся некоторые сведения из алгебры. В
поле F выделим подполе F2 ⊂ F, состоящее из нуля и единицы. [Что-
бы убедиться, что это действительно подполе, достаточно проверить,
что 1 + 1 = 0 в F, то есть что характеристика поля F равна 2. Это
доказывается так: если характеристика равна 𝑝 > 2, то в F есть
подполе из 𝑝 элементов, и F есть векторное пространство над этим
подполем, так что размер F есть степень числа 𝑝.]

Как мы уже говорили, многочлены степени меньше 𝑛 образу-
ют векторное пространство над F; условие обращения 𝑠 старших
коэффициентов в нуль задаёт подпространство этого пространства.
Но второе наше условие (значения во всех точках нули и единицы)
не является линейным над F. Однако оно является линейным над
F2 (по тривиальным причинам). Поэтому построенное нами множе-
ство кодовых слов кода БЧХ (обозначим его 𝐶) является вектор-
ным пространством над полем F2, и надо только определить его F2-
размерность.

Если бы не требование обращения в нуль 𝑠 старших коэффициен-
тов, то F2-размерность 𝐶 была бы равна 𝑛. Обращение в нуль каж-
дого из 𝑠 коэффициентов задаётся 𝑚 уравнениями: коэффициент
принадлежит полю F, которое имеет размерность 𝑚 над F2. (Гово-
ря о 𝑚 уравнениях, мы имеем в виду F2-линейные уравнения.) Эти
уравнения могут быть (и будут, как мы увидим) зависимыми, но уже
сейчас можно сформулировать такое
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Следствие. F2-размерность 𝐶 не меньше 𝑛 − 𝑠𝑚, то есть 𝑛 −
𝑠 log 𝑛.

Это уже кое-что: мы получаем код длины 𝑛 с 𝑠 log 𝑛 провероч-
ными символами (и 𝑛− 𝑠 log 𝑛 значащими) и расстоянием 𝑠 + 1. На-
пример, при 𝑠 = 2 получается код с расстоянием 3 (как и у кода
Хэмминга) и 2 log 𝑛 проверочными символами (что вдвое больше,
чем у Хэмминга).

Однако на самом деле ситуация оказывается ещё немного лучше:
𝑚𝑠 условий, соответствующих обращению в нуль старших 𝑠 коэф-
фициентов многочлена 𝐴, линейно зависимы над полем F2. Чтобы
понять это, нам понадобится вспомнить ещё кое-что из алгебры.

Для начала заметим, что условие «все значения многочлена 𝐴—
нули или единицы» можно переформулировать так: 𝐴2(𝑥) = 𝐴(𝑥)
для всех 𝑥 ∈ F. Другими словами, многочлен 𝐴2 − 𝐴 должен об-
ращаться в нуль во всех точках поля F. Это не значит, что все его
коэффициенты нулевые (ведь степень многочлена 𝐴2−𝐴 может быть
почти в два раза больше числа элементов в поле), а означает лишь,
что 𝐴 делится на многочлен

𝑃 (𝑥) =
∏︁
𝛼∈F

(𝑥− 𝛼).

Последний многочлен равен 𝑥𝑛−𝑥. Действительно, по теореме Лагран-
жа порядок каждого элемента в мультипликативной группе поля де-
лит порядок группы, равный 𝑛− 1 (на самом деле верно более силь-
ное свойство: мультипликативная группа поля обязана быть цикли-
ческой; но это сейчас нам не важно). Поэтому 𝑥𝑛−1 = 1 для любого
ненулевого элемента поля, и 𝑥𝑛 = 𝑥 для любого элемента поля. Зна-
чит, многочлен 𝑥𝑛−𝑥 обращается в нуль во всех точках поля, поэто-
му он делится на 𝑃 ; остаётся заметить, что у этих двух многочленов
совпадают степени и старшие коэффициенты.

Итак, условие «все значения 𝐴—нули или единицы» можно пере-
формулировать так: 𝐴2−𝐴 делится на многочлен 𝑥𝑛−𝑥 без остатка.
Как записать это условие в терминах коэффициентов многочлена 𝐴?

Заметим, что делить с остатком на 𝑥𝑛 − 𝑥 очень просто. Надо
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понизить степени по правилам

𝑥𝑛 → 𝑥

𝑥𝑛+1 → 𝑥2

𝑥𝑛+2 → 𝑥3

. . .

𝑥2𝑛−2 → 𝑥𝑛−1

(Дальше должна идти строка 𝑥2𝑛−1 → 𝑥𝑛 → 𝑥, но до таких степеней
в нашем случае дело не дойдёт.) Затем надо привести подобные чле-
ны. (Эта процедура соответствует обычному делению многочленов
«уголком».)

Сделаем это для многочлена 𝐴2 −𝐴, если

𝐴(𝑥) = 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑥

𝑛−2 + . . . + 𝑎1𝑥 + 𝑎0.

Вычислить 𝐴2 легко, если вспомнить, что в поле характеристики 2,
где 1 + 1 = 0, имеет место равенство (𝑢 + 𝑣)2 = 𝑢2 + 𝑣2, поскольку
член 2𝑢𝑣 обращается в нуль. Поэтому квадрат суммы есть сумма
квадратов, и

𝐴2(𝑥) = 𝑎2𝑛−1𝑥
2𝑛−2 + 𝑎2𝑛−2𝑥

2𝑛−4 + . . . + 𝑎21𝑥
2 + 𝑎20.

Делимость 𝐴2 −𝐴 на 𝑥𝑛 − 𝑥 означает, что после замен одночленов в
соответствии с приведённой выше таблицей из 𝐴2 должно получить-
ся 𝐴, то есть

𝑎2𝑛−1 = 𝑎𝑛−1

𝑎2𝑛−2 = 𝑎𝑛−3

𝑎2𝑛−3 = 𝑎𝑛−5

. . .

𝑎2𝑛/2 = 𝑎1

. . .

𝑎22 = 𝑎4

𝑎21 = 𝑎2

𝑎20 = 𝑎0
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(в обоих столбцах каждый коэффициент встречается по одному ра-
зу; в правом столбце сначала идут все нечётные, а потом все чётные
коэффициенты). Заметим, что несмотря на свой квадратичный вид,
каждое из этих условий является F2-линейным (поскольку возведе-
ние в квадрат, как мы уже говорили, линейно над полем характери-
стики 2).

Итак, мы записали условие «все значения многочлена 𝐴—нули
или единицы» в виде F2-линейных уравнений на его коэффициен-
ты. Как мы знаем, пространство решений этой системы линейных
уравнений имеет размерность 𝑛. Мы хотим выяснить, напомним, на-
сколько уменьшится размерность, если наложить дополнительные
ограничения 𝑎𝑛−1 = 0, . . . , 𝑎𝑛−𝑠 = 0.

Про 𝑎𝑛−1 мы и так уже знаем, что 𝑎2𝑛−1 = 𝑎𝑛−1, то есть что
𝑎𝑛−1 равно нулю или единице. Поэтому условие 𝑎𝑛−1 = 0 уменьша-
ет размерность пространства решений на 1 (а не на 𝑚, как было в
нашей прежней оценке). Дальнейшие уравнения системы выражают
𝑎𝑛−3, 𝑎𝑛−5,. . . , 𝑎1 через 𝑎𝑖 с бо́льшими индексами. Поэтому условия
обращения в нуль достаточно записывать лишь для 𝑎𝑛−2, 𝑎𝑛−4, . . .
вплоть до 𝑎𝑛−𝑠 (для чётного 𝑠) и 𝑎𝑛−𝑠+1 (для нечётного 𝑠).

Из этих рассуждений видно, что для четного 𝑠 = 2𝑡 можество ко-
довых слов кода БЧХ в точности то же самое, что и для кода БЧХ
с параметром 𝑠 = 2𝑡 + 1 (равенство 𝑎𝑛−2𝑡−1 = 0 следует из равенств
𝑎𝑛−1 = 0, . . . , 𝑎𝑛−2𝑡 = 0). В частности, при четном 𝑠 кодовое рассто-
яние БЧХ не меньше 𝑠 + 2. Поэтому в дальнейшим будем считать,
что 𝑠 чётно. Тогда получится 𝑠/2 условий коразмерности 𝑚 плюс
ещё одно условие коразмерности 1 (на 𝑎𝑛−1). Отсюда получаем, что
F2-размерность пространства кодов БЧХ длины 𝑛 с чётным пара-

метром 𝑠 не меньше 𝑛 − 1 − 𝑚𝑠/2 = 𝑛 − 1 − (𝑠/2) log 𝑛, а кодовое

расстояние не меньше 𝑠 + 2.

Такой код способен исправить 𝑠/2 ошибок плюс одно стирание.
Если нас интересует только количество исправляемых ошибок, тогда
длину кодовых слов можно уменьшить на единицу (стерев любой
бит). Полученный код на каждую исправляемую ошибку имеет log 𝑛
контрольных битов.

Интересно сравнить параметры БЧХ-кодов с границей Хэмминга.
Шар радиуса 𝑒 = 𝑠/2 содержит примерно 𝐶𝑒

𝑛 ≈ 𝑛𝑒/𝑒! элементов (мы
считаем, что 𝑒 ≪ 𝑛 и потому заменяем 𝑛(𝑛− 1) . . . (𝑛− 𝑒 + 1) на 𝑛𝑒).
Граница Хэмминга говорит, что логарифм числа кодовых слов не
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превосходит примерно

𝑛− log(𝑛𝑒/𝑒!) = 𝑛− 𝑒 log 𝑛 + log(𝑒!);

первые два слагаемых как раз соответствуют БЧХ-кодам, так что
разница лишь на log(𝑒!).

20 БЧХ и Хэмминг

Покажем, что код Хэмминга может быть получен как частный слу-
чай кода БЧХ.

Пусть, например, 𝑚 = 3, 𝑛 = 8 и мы рассматриваем поле F8.
Многочлен 𝐴 однозначно определяется своими значениями в 8 точ-
ках этого поля (и, с другой стороны, однозначно определяется 8 ко-
эффициентами 𝑎7, 𝑎6, . . . , 𝑎0). Условие «𝐴 принимает лишь значения
0 и 1» запишется как система уравнений

𝑎27 = 𝑎7, 𝑎
2
6 = 𝑎5, 𝑎

2
5 = 𝑎3, 𝑎

2
4 = 𝑎1, 𝑎

2
3 = 𝑎6, 𝑎

2
2 = 𝑎4, 𝑎

2
1 = 𝑎1, 𝑎

2
0 = 𝑎0.

Наложив ограничение 𝑎7 = 0, мы получим код размерности 7 (од-
но уравнение на 8 переменных) с расстоянием 2. Легко понять, что
это за код: поскольку расстояние равно 2, то в уравнение обязаны
входить все переменные, и это уравнение есть проверка на чётность
(сумма по модулю 2 равна нулю).

Следующее ограничение 𝑎6 = 0. Оно соответствует трём уравне-
ниям и уменьшает размерность кода до 4 (или больше, если уравне-
ния были бы зависимыми—как мы увидим, это не так). Из уравнения
𝑎26 = 𝑎5 видно, что в этом случае и 𝑎5 = 0, так что кодовое расстояние
будет не меньше 4. Выбросив любой бит, мы не изменим размерность
кода (поскольку по условию чётности он определялся остальными)
и уменьшим расстояние не более чем на 1. Получится код длины 7 и
размерности 4 с кодовым расстоянием не меньше 3—всё как у кода
Хэмминга. (Отсюда следует, что уравнения были независимыми, по-
скольку код Хэмминга и так заполняет всё пространство и больше
кодовых слов просто не поместится.)

Для произволього 𝑚 рассмотрим код БЧХ с параметром 𝑠 = 2
(он же — код БЧХ с параметром 𝑠 = 3). Его кодовое расстояние не
меньше 4. Сотрём в кодовых словах любой бит. Параметры получен-
ного кода не хуже, чем у кода Хэмминга: 𝑛 = 2𝑚−1, 𝑘 > 2𝑚−1−𝑚,
𝑑 > 3. Поскольку код Хэмминга и так заполняет всё пространство,
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оба неравенства на самом деле обращаются в равенство. Наконец,
поскольку код с такими параметрами единствен (с точностью битов
в кодовых словах), мы получим как раз код Хэмминга.

Можно убедиться в этом и по-другому. Сделаем это для случая
𝑚 = 3 (𝑛 = 8). Для этого выясним, как от значений многочлена
𝐴 в точках поля перейти к его коэффициентам. Это делается по
интерполяционной формуле Лагранжа:

𝐴(𝑥) =
∑︁
𝛼∈F

𝐴(𝛼)𝑃𝛼(𝑥),

где 𝑃𝛼—многочлен (степени меньше 𝑛), равный 1 в точке 𝛼 и 0 в
остальных точках поля. В данном случае в качестве такого много-
члена можно взять

𝑃𝛼(𝑥) = (𝑥− 𝛼)𝑛−1 + 1.

В самом деле, при 𝑥 ̸= 𝛼 первое слагаемое равно 1 (порядок мульти-
пликативной группы поля, равный 𝑛−1, делится на порядок любого
её элемента), и многочлен обращается в нуль (наше поле характери-
стики 2).

Разложение (𝑥−𝛼)𝑛−1 по биному Ньютона даёт (в поле характе-
ристики 2) многочлен

𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝛼 + 𝑥𝑛−3𝛼2 + . . . + 𝑥𝛼𝑛−2 + 𝛼𝑛−1.

В этом можно убедиться, вспомнив, что в строке треугольника Пас-
каля, номер которой на единицу меньше степени двойки, все члены
нечётные. А можно домножить записанную сумму на (𝑥− 𝛼), полу-
чится 𝑥𝑛 − 𝛼𝑛, что равно (𝑥− 𝛼)𝑛 (поскольку возведение в квадрат,
а также в любую степень двойки, перестановочно со сложением).

Так или иначе, мы можем теперь записать более конкретно усло-
вия обращения в нуль коэффициентов 𝑎7 и 𝑎6 в терминах значений
многочлена 𝐴. Как видно из формулы Лагранжа и формулы для 𝑃𝛼,

𝑎7 =
∑︁
𝛼∈F

𝐴(𝛼), 𝑎6 =
∑︁
𝛼∈F

𝛼𝐴(𝛼).

Поэтому условие на 𝑎7 представляет собой проверку на чётность (это
мы и так знаем из общих соображений). Условие на 𝑎6 представляет
собой равенство ∑︁

𝛼∈F
𝛼𝐴(𝛼) = 0
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в поле F, которое можно рассматривать как векторное пространство
размерности 3 над F2. При этом семь ненулевых элементов 𝛼 пре-
вращаются в семь ненулевых векторов из F3

2, то есть в векторы

(0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1),

и условия на коэффициенты 𝐴(𝛼) при 𝛼 ̸= 0 будут те самые, что
были в коде Хэмминга. Поэтому из кода БЧХ получается код Хэм-
минга, если отбросить 𝐴(0), как мы и говорили.

21 Декодирование списком

До сих пор мы требовали, чтобы исправление ошибок происходило
однозначно. Посмотрим, что будет, если ослабить это требование и
разрешить до 𝐿 вариантов декодирования (при некотором 𝐿). Более
формально, множество кодовых слов должно быть таким, чтобы лю-
бой шар радиуса 𝑒 содержал не более 𝐿 кодовых слов. В этом случае
мы говорим, что код допускает декодирование списком длины 𝐿 (с
исправлением 𝑒 ошибок).

Как и раньше, нас интересует возможность построения такого
множества при заданных параметрах 𝑞 (размер алфавита), 𝑘 (длина
кодируемого слова), 𝑛 (длина кодовых слов), 𝑒 (число возможных
ошибок) и, наконец, 𝐿. (Случай 𝐿 = 1 соответствует прежней поста-
новке задачи.)

Аналог границы Хэмминга теперь выглядит так:

𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑒, 𝑛) 6 𝐿𝑞𝑛.

В самом деле, шары радиуса 𝑒 в количестве 𝑞𝑘 штук содержат по
𝑉𝑞(𝑒, 𝑛) элементов каждый и покрывают множество из 𝑞𝑛 элементов
не более чем в 𝐿 слоёв.

В логарифмической шкале:

𝑘

𝑛
+

log𝑞 𝑉𝑞(𝑒, 𝑛)

𝑛
6 1 +

log𝑞 𝐿

𝑛
.

Таким образом, если рассматривать не слишком большие 𝐿 (скажем,
полиномиальные от 𝑛), то граница почти не сдвигается.

Зато сдвигается другая граница: указанное только что необходи-
мое условие существование кода оказывается почти что достаточ-
ным. А именно, верно такое утверждение (теорема Элайеса):
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Теорема. Пусть выполнено неравенство Хэмминга (в прежней
форме, для 𝐿 = 1):

𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑒, 𝑛) 6 𝑞𝑛.

Тогда существует код, допускающий декодирование списком дли-
ны 𝐿, где 𝐿 = 𝑂(𝑛 log 𝑞).

Точнее говоря, нам годится любое 𝐿, при котором 𝐿! > 𝑞𝑛; по-
скольку 𝐿! ≈ (𝐿/2,718 . . .)𝐿, это даёт оценку 𝐿 = 𝑂(𝑛 log 𝑞).

Доказательство. Покажем, что случайно выбранный код до-
пускает декодирование списком длины 𝐿 с положительной вероят-
ностью (или, другими словами, что число кодов, не допускающих
такого декодирования, меньше общего числа кодов).

Всего кодов (точнее, отображений Σ𝑘 → Σ𝑛) имеется (𝑞𝑛)(𝑞
𝑘).

Подсчитаем число плохих—тех, где некоторое слово покрывается 𝐿
(или более) шарами. Плохое отображение можно задать, указав

∙ плохое слово (покрытое 𝐿 или более шарами) [𝑞𝑛 вариантов];
∙ индексы покрывающих шаров [подмножество размера 𝐿 в мно-

жестве Σ𝑘, всего 𝐶𝐿
𝑞𝑘 вариантов];

∙ центры покрывающих шаров (=кодовые слова, попадающие в
шар радиуса 𝑒 с центром в точке, выбранной на первом шаге) [𝐿
точек в шаре, всего 𝑉𝑞(𝑒, 𝑛)𝐿 вариантов];

∙ остальные кодовые слова [𝑞𝑘 − 𝐿 точек, всего (𝑞𝑛)𝑞
𝑘−𝐿 вариан-

тов].
Таким образом, общее число плохих отображений не превосходит

𝑞𝑛𝐶𝐿
𝑞𝑘(𝑉𝑞(𝑒, 𝑛))𝐿(𝑞𝑛)𝑞

𝑘−𝐿 6 𝑞𝑛
(𝑞𝑘)𝐿

𝐿!
(𝑉𝑞(𝑒, 𝑛))𝐿(𝑞𝑛)𝑞

𝑘−𝐿

(на последнем шаге мы использовали оценку 𝐶𝑢
𝑣 6 (𝑣𝑢)/𝑢!, которая

получается из формулы для числа сочетаний, если все множители
в числителе заменить на наибольший). Таким образом, всё будет
хорошо, если

𝑞𝑛
(𝑞𝑘)𝐿

𝐿!
(𝑉𝑞(𝑒, 𝑛))𝐿(𝑞𝑛)𝑞

𝑘−𝐿 < (𝑞𝑛)𝑞
𝑘

,

что после сокращений даёт

1

𝐿!
(𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑒, 𝑛))𝐿 < (𝑞𝑛)𝐿−1.
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По предположению теоремы 𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑒, 𝑛) 6 𝑞𝑛 (граница Хэмминга), по-
этому достаточно неравенства 𝑞𝑛 < 𝐿!, как мы и говорили. Теорема
доказана.

Замечание. Если немного уменьшить пропускную способность
конструируемого кода, предположив, что

𝑘

𝑛
+

log𝑞 𝑉𝑞(𝑒, 𝑛)

𝑛
6 1 − 𝜀 < 1,

(для маленькой константы 𝜀 > 0), то в левой части оценок добавится
множитель ((𝑞−𝜀)𝑛)𝐿, меньший единицы, поскольку тогда

𝑞𝑘𝑉𝑞(𝑒, 𝑛) 6 𝑞(1−𝜀)𝑛 = 𝑞𝑛(𝑞−𝜀)𝑛,

и останется неравенство

𝑞𝑛((𝑞−𝜀)𝑛)𝐿 < 𝐿! ,

которое выполняется при 𝐿 = 𝑂(1) (величина 𝐿 зависит от выбора
𝜀 и 𝑞, но не растёт с ростом 𝑛). В самом деле, достаточно взять 𝐿,
при котором

𝑞 · (𝑞−𝜀)𝐿 6 1.

Мы доказали существование кодов, декодируемых списком, вбли-
зи границы Хэмминга, но не указали явно этих кодов. Сложность
описания построенных кодов экспоненциальна, не говоря уже о вре-
мени кодирования и декодирования.

22 Кодовое расстояние и декодирование

списком

Пусть имеется код 𝐹 : Σ𝑘 → Σ𝑛 с минимальным расстоянием 𝑑 меж-
ду кодовыми словами. Мы уже знаем, что он позволяет декодировать
𝑒 ошибок при 𝑒 < 𝑑/2. Переходя от различающихся позиций к сов-
падающим, можно переформулировать это так. Пусть известно, что
любые два кодовых слова совпадают максимум в 𝑢 (=𝑛−𝑑) позици-
ях. Тогда для любого слова 𝑦 ∈ Σ𝑛 не более одного кодового слова
может совпасть с 𝑦 более чем в (𝑛 + 𝑢)/2 (=𝑛− 𝑑/2) позициях.

В этих же обозначениях удобно формулировать утверждение о
декодировании списком, заменив среднее арифметическое на среднее
геометрическое:
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Теорема. Пусть любые два кодовых слова (из Σ𝑛) совпадают
максимум в 𝑢 позициях. Тогда для любого слова 𝑦 ∈ Σ𝑛 не более
чем 𝑛 + 1 слов могут совпадать с ним более чем в

√
𝑛𝑢 позициях.

(Заметим, что среднее геометрическое меньше среднего арифме-
тического, так что всё согласовано.)

Доказательство. Пусть слова 𝑦1, . . . , 𝑦𝑁 совпадают со словом 𝑦
более чем в

√
𝑛𝑢 позициях (каждое в своих). Пусть 𝑌𝑖 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑛}—

номера позиций, где 𝑦𝑖 совпадает с 𝑦. Тогда каждое из множеств 𝑌𝑖

содержит более
√
𝑛𝑢 элементов, а пересечение 𝑌𝑖 ∩ 𝑌𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 со-

держит не более 𝑢 элементов.
Рассмотрим характеристические функции множеств 𝑌𝑖 как слу-

чайные величины на вероятностном пространстве {1, . . . , 𝑛} (с рав-
номерным распределением). Напомним, что корреляция двух слу-
чайных величин 𝜉 и 𝜂 определяется как

⟨𝜉, 𝜂⟩ = E[(𝜉 − E𝜉)(𝜂 − E𝜂)],

где E—математическое ожидание (в данном случае—среднее ариф-
метическое 𝑛 чисел). Другими словами, корреляция 𝜉 и 𝜂 есть ска-
лярное произведение 𝜉 − E𝜉 и 𝜂 − E𝜂.

Раскрывая скобки и пользуясь линейностью математического ожи-
дания, получаем, что

⟨𝜉, 𝜂⟩ = E(𝜉𝜂) − (E𝜉)(E𝜂).

Для случая, когда случайные величины—индикаторы событий (рав-
ны единице, если событие произошло, и нулю, если не произошло),
получаем формулу

⟨𝜉𝐴, 𝜉𝐵⟩ = Pr[𝐴 и 𝐵] − Pr[𝐴] Pr[𝐵];

корреляция равна нулю, когда события независимы.
В данном случае вероятность каждого события больше

√
𝑛𝑢/𝑛 =√︀

𝑢/𝑛, а вероятность пересечения любых двух не больше 𝑢/𝑛, так
что корреляции отрицательны.

Теперь вспомним, что корреляции можно записать как скалярные
произведения. А мы уже видели, что в 𝑛-мерном пространстве может
быть не более (𝑛 + 1) векторов, образующих друг с другом тупые
углы.

Теорема доказана.
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Заметим, что если разрешить каждому 𝑌𝑖 содержать ровно
√
𝑢𝑛

элементов, то углы из тупых станут неострыми, и вместо 𝑛 + 1 по-
лучится 2𝑛 векторов.

Возвращаясь к исходным параметрам: если минимальное рассто-
яние кода 𝐹 : Σ𝑘 → Σ𝑛 равно 𝑑, то код допускает декодирование
(𝑛 + 1)-списком с исправлением менее чем 𝑛−

√︀
𝑛(𝑛− 𝑑) ошибок.

Доказанную теорему можно прочесть и так: при 𝑛−𝑒 >
√︀
𝑛(𝑛− 𝑑)

в шаре радиуса 𝑒 может содержаться не более чем 𝑛+ 1 элементов с
попарными расстояниями 𝑑 или более. (Имеется в виду расстояние
Хэмминга в Σ𝑛.)

Для кода с кодовым расстоянием 50% (в частности, для кода Ада-
мара) эта теорема устанавливает возможность декодирования спис-

ком при доле ошибок 1 −
√︀

1/2 ≈ 29%, что лишь немного больше
границы в 25% для однозначного декодирования. Однако (в отли-
чие от случая однозначного декодирования) даваемая этой теоремой
оценка отнюдь не является точной. Например, для кодов Адамара
возможно декодирование списком при любой фиксированной доле
ошибок, меньшей 1/2. (Более точную оценку Джонсона мы приве-
дём дальше.)

23 Декодирование списком кодов Адама-

ра

Пусть 𝜀 > 0—произвольное положительное число.
Теорема. Число кодовых слов кода Адамара, которые отлича-

ются от данного слова не более чем в 1
2 (1 − 𝜀)-доле позиций, не пре-

восходит 1/𝜀2.
Доказательство. Вспомним, что кодовые слова кода Адамара

были плюс-минус базисными векторами ортонормированного базиса
в евклидовом пространстве, если рассматривать кодовые слова как
последовательности единиц и минус единиц и определять скалярное
произведение по формуле

⟨(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)⟩ =
1

𝑛

∑︁
𝑖

𝑥𝑖𝑦𝑖

(при этом 𝑛 есть степень двойки, но сейчас это не важно)3.

3 Разложение по этому базису соответствует преобразованию Фурье на группе



52 24.

Пусть 𝑥—произвольное слово (рассматриваемое как последова-
тельность единиц и минус единиц). Если слово 𝑦 отличается от него
не более чем в 1

2 (1 − 𝜀)𝑛 позициях, то

⟨𝑥, 𝑦⟩ > 𝜀

Теперь надо в качестве 𝑦 взять все базисные векторы (с плюсом и
минусом) и оценить, для скольких из них такое возможно. Из пары
векторов 𝑦 и −𝑦 лишь один может удовлетворять этому неравенству;
заменяя знаки у базисных векторов, можно считать, что это вектор
с плюсом.

По теореме Пифагора (которую в данном случае называют равен-
ством Парсеваля) квадрат гипотенузы ⟨𝑥, 𝑥⟩ равен сумме квадратов
сторон ⟨𝑥, 𝑦𝑖⟩, взятой по всем базисным векторам 𝑦𝑖. В нашем слу-
чае ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 1, поэтому количество 𝑦𝑖, при которых ⟨𝑥, 𝑦𝑖⟩ > 𝜀, не
превосходит 1/𝜀2, что и требовалось доказать.

24 Оценка Джонсона

Похожее утверждение можно доказать для любых кодов (над двух-
буквенным алфавитом) с расстоянием около 50%. Вот точная фор-
мулировка:

Теорема. Пусть код состоит из двоичных слов длины 𝑛 на рас-
стоянии не меньше 1

2 (1−𝜀)𝑛 для некоторого 𝜀 > 0. Тогда он допускает

декодирование списком при доле ошибок 1
2 (1−

√
𝜀) и размере списка

2𝑛.
Мы сформулировали это утверждение в терминах кодов, но по

существу речь идёт о точках в шаре: теорема утверждает, что в B𝑛

шар радиуса 1
2 (1−

√
𝜀)𝑛 может содержать не более 2𝑛 точек с попар-

ными расстояниями не меньше 1
2 (1 − 𝜀)𝑛.

Доказательство. Как и в доказательстве оценки Плоткина, бу-
дем рассматривать последовательности единиц и минус единиц, яв-
ляющиеся векторами единичной длины в евклидовом пространстве
R𝑛.

Пусть шар с центром 𝑢 имеет радиус 1
2 (1 −

√
𝜀) (в метрике Хэм-

минга) и содержит точки 𝑣1, . . . , 𝑣𝑁 , причём расстояние (Хэмминга)
между 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗 не меньше 1

2 (1 − 𝜀)𝑛 при любых 𝑖 ̸= 𝑗. В терминах

B𝑘 = (Z/2Z)𝑘; элементы базиса соответствуют характерам этой группы.
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скалярного произведения это означает, что

(𝑢, 𝑣𝑖) >
√
𝜀 и (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) 6 𝜀.

Другими словами, угол между 𝑢 и 𝑣𝑖 острый и не слишком близок
к прямому, в то время как угол между 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗 достаточно близок к
прямому или даже тупой.

Мы хотим доказать, что 𝑁 6 2𝑛. Это было бы так, если бы углы
между 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗 были тупыми или прямыми (см. доказательство оценки
Плоткина). Чтобы свести дело к этому случаю, вычтем немного 𝑢 из
каждого 𝑣𝑖. Для этого найдём 𝜆, при котором

(𝑣𝑖 − 𝜆𝑢, 𝑣𝑗 − 𝜆𝑢) = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) − 𝜆((𝑣𝑖, 𝑢) + (𝑣𝑗 , 𝑢)) + 𝜆2(𝑢, 𝑢) 6

6 𝜀− 2𝜆
√
𝜀 + 𝜆2 = (𝜆−

√
𝜀)2 6 0,

Видно, что всё подобрано так, что годится 𝜆 =
√
𝜀. Оценка Джонсона

доказана.
Аналогичная (но более сложно доказываемая) оценка имеет ме-

сто и для кодов над 𝑞-буквенным алфавитом, только надо заменить
1/2 на (𝑞 − 1)/𝑞 и увеличить константу при 𝑛 в оценке для размера
списка.

25 Оценка Элайеса-Бассалыго

Оценку Джонсона можно использовать для улучшения границы Хэм-
минга. Напомним, что она получалась так: если код имеет рассто-
яние 𝑑, то шары радиуса 𝑑/2 с центрами в кодовых словах не пе-
ресекаются, и потому их суммарный объём не больше объёма всего
пространства.

Теперь мы возьмём шары большего радиуса, чем 𝑑/2. Про них
уже нельзя утверждать, что пересечений нет. Однако—при подходя-
щем радиусе—оценка Джонсона позволяет утверждать, что любая
точка 𝑧 покрыта небольшим числом шаров (поскольку шар с цен-
тром 𝑧 содержит небольшое число кодовых слов). Поэтому суммар-
ный объём шаров превосходит объём всего пространства в небольшое
число раз.

Конкретно: пусть код со словами длины 𝑛 в двухбуквенном ал-
фавите имеет расстояние 𝑑 = 1

2 (1 − 𝜀)𝑛. Шары радиуса 1
2 (1 −

√
𝜀)
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могут пересекаться, но кратность пересечений не превосходит 2𝑛.
Получаем неравенство

2𝑘𝑉2( 1
2 (1 −

√
𝜀)𝑛, 𝑛) 6 2𝑛 · 2𝑛

для кодов с расстоянием

𝑑 = 1
2 (1 − 𝜀)𝑛.

Переходя к логарифмам, используя приближённую формулу для 𝑉2

(с шенноновской энтропией), деля на 𝑛 и пренебрегая множителем
2𝑛 (малым по сравнению с 2𝑛 при больши́х 𝑛), получаем асимпто-
тическую границу, показанную на рис. 4 пунктирной линией. Эта
граница называется границей Элайеса-Бассалыго.

𝑑/𝑛

𝑘/𝑛

11/2

1

1/2

?

Рис. 4: Граница Элайеса-Бассалыго.

26 Декодирование списком

кодов Рида-Соломона

Пусть Σ = F𝑞—конечное поле из 𝑞 элементов. Код Рида-Соломона
кодирует многочлен степени не выше 𝑘 (то есть набор из (𝑘 + 1)
его коэффициентов) значениями этого многочлена в 𝑛 точках поля.
Кодовое расстояние для такого кода равно 𝑛−𝑘, поэтому для восста-
новления многочлена по испорченному набору значений достаточно
иметь примерно (𝑛 + 𝑘)/2 правильных значений в этом наборе.
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Как мы видели, для декодирования списком (полиномиального

размера) достаточно иметь примерно
√
𝑛𝑘 правильных значений.

Сейчас мы дадим новое доказательство этого факта, из которого
можно извлечь алгоритм декодирования.

Идея доказательства: при декодировании кода Рида-Соломона
мы искали многочлены 𝐷(𝑥) и 𝑄(𝑥), для которых пары (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) (точ-
ки и значения в этих точках) ложатся на кривую 𝐷(𝑥)𝑦 −𝑄(𝑥) = 0.
Другими словами, мы искали многочлен 𝑅(𝑥, 𝑦) степени 1 по пере-
менной 𝑦, который обращается в нуль в этих точках, а затем доказы-
вали, что 𝑄(𝑥) делится на𝐷(𝑥) и многочлен 𝑅(𝑥, 𝑦) представляется в
виде 𝐷(𝑥)(𝑦−𝑃 (𝑥)), где 𝑃 (𝑥)—частное от деления 𝑄 на 𝐷—искомый
ответ.

Сейчас мы будем делать то же самое, но с двумя отличиями:
∙ многочлен 𝑅 уже не обязательно первой степени по 𝑦;
∙ требуется не просто обращение в нуль выражения 𝑅(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), а

обращение в нуль с некоторой кратностью 𝑎𝑖.

Говорят, что многочлен 𝑅(𝑥, 𝑦) обращается в нуль в точке (𝑎, 𝑏) с
кратностью 𝑚, если 𝑅(𝑎+ 𝑢, 𝑏+ 𝑣) как многочлен от 𝑢 и 𝑣 не имеет
членов степени меньше 𝑚. Кратность 1 означает просто 𝑅(𝑎, 𝑏) =
0, кратность 2 означает, что и производные по 𝑥 и 𝑦 равны нулю,
кратность 3—обращение в нуль вместе со вторыми производными, и
так далее.

Заметим, что обращение в нуль в данной точке есть линейное
условие на коэффициенты многочлена 𝑅; обращение в нуль с крат-
ностью 𝑚 представляет собой набор из 1 + 2 + . . . +𝑚 = 𝑚(𝑚+ 1)/2
условий. Тем самым мы можем подобрать искомый многочлен 𝑅 ме-
тодом неопределённых коэффициентов, если только этих коэффи-
циентов больше, чем условий во всех точках. Если при этом степень
многочлена 𝑅 будет не слишком велика, то его обращение в нуль
на многих точках кривой 𝑦 = 𝑃 (𝑥) (где 𝑃—исходный многочлен)
гарантирует, что он обращается в нуль на всей этой кривой.

Чтобы сформулировать точное утверждение, определим 𝑘-взвешенную
степень многочленов в F𝑞[𝑥, 𝑦]: моном 𝑥𝑢𝑦𝑣 имеет степень 𝑢+𝑘𝑣; сте-
пень многочлена—наибольшая из степеней мономов. (Переменная 𝑦
считается имеющей вес 𝑘, поскольку мы собираемся на её место под-
ставлять многочлен степени 𝑘.)

Следующие леммы носят чисто алгебраический характер.

Лемма 1. Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛—произвольные элементы
поля F𝑞. Пусть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛—произвольные натуральные числа. Если
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𝑎—натуральное число, для которого

𝑎2 > 𝑘

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑎𝑖 + 1),

то существует ненулевой многочлен𝑅(𝑥, 𝑦), который имеет 𝑘-взвешенную
степень меньше 𝑎 и обращается в нуль в точке (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) с кратностью
𝑎𝑖 (при всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛).

Доказательство. Размерность пространства многочленов, име-
ющих 𝑘-взвешенную степень меньше 𝑎, равна числу решений нера-
венства

𝑢 + 𝑘𝑣 < 𝑎

в целых числаx 𝑢, 𝑣 > 0. А это число не меньше площади треуголь-
ника, ограниченного прямыми 𝑢 + 𝑘𝑣 6 𝑎, 𝑢 > 0, 𝑣 > 0, которая
равна 𝑎2/2𝑘 (половина произведения катетов 𝑎 и 𝑎/𝑘). В самом деле,
если нарисовать этот треугольник на клетчатой бумаге и взять лю-
бую точку (𝑢, 𝑣) внутри него (не на границе), то эта точка попадает
в клетку с левым нижним углом (⌊𝑢⌋, ⌊𝑣⌋). Координаты этого лево-
го нижнего угла целые и удовлетворяют неравенству, поэтому число
целых решений неравенства не меньше площади треугольника (ведь
он покрыт клетками).

Поэтому размерность пространства многочленов, у которых 𝑘-
взвешенная степень меньше 𝑎, не меньше 𝑎2/2𝑘. С другой стороны,
число линейных условий, выражающих обращение в нуль многочле-
на 𝑅 в точках (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) с кратностью 𝑎𝑖, равно

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑎𝑖 + 1)

2
,

что по условию леммы меньше размерности пространства многочле-
нов.

Лемма 2. Пусть (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)—набор из 𝑛 пар элементов
поля F𝑞 (все они различны, хотя одна из двух координат у неко-
торых пар может совпадать). Пусть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛—произвольные нату-
ральные числа. Пусть многочлен 𝑅(𝑥, 𝑦) имеет 𝑘-взвешенную сте-
пень меньше 𝑎 и обращается в нуль в точке (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) с кратностью 𝑎𝑖
(при всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑛). (Пока всё как в лемме 1.) Пусть, наконец,
многочлен 𝑃 (𝑥) имеет степень не больше 𝑘 и∑︁

{𝑎𝑖 | 𝑃 (𝑥𝑖) = 𝑦𝑖} > 𝑎
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(сумма весов точек (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), через которые проходит его график, не
меньше 𝑎). Тогда 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) является нулевым многочленом (равен
нулю в кольце многочленов от одной переменной).

Доказательство. Многочлен 𝑁(𝑥) = 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) (как многочлен
от одной переменной 𝑥) имеет степень меньше 𝑎. Если (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) явля-
ется корнем 𝑅(𝑥, 𝑦) кратности 𝑚, а 𝑃 (𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, то многочлен 𝑁(𝑥)
имеет корень 𝑥𝑖 кратности𝑚. Поэтому у многочлена 𝑁 число корней
с учётом кратности не меньше 𝑎, а степень меньше 𝑎. Следовательно,
𝑁 = 0, что и утверждает лемма.

Лемма 3. Пусть𝑅(𝑥, 𝑦)—многочлен от двух переменных, а 𝑃 (𝑥)—
от одной переменной, причём 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) = 0. Тогда 𝑅(𝑥, 𝑦) делится
на многочлен 𝑦 − 𝑃 (𝑥) в кольце многочленов от двух переменных.

(Равенство 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) = 0 понимается как равенство в кольце
многочленов, то есть как равенство нулю всех коэффициентов; это,
вообще говоря, более сильное утверждение, чем равенство во всех
точках, если элементов в основном поле мало.)

Доказательство. Рассмотрим 𝑅(𝑥, 𝑦) как многочлен от 𝑦, ко-
эффициенты которого являются многочленами от 𝑥, и разделим его
уголком на 𝑦−𝑃 (𝑥). Поскольку старший коэффициент делителя ра-
вен единице, при этом не появится никаких дробей, частное будет
многочленом от 𝑥 и 𝑦, а остаток—многочленом от 𝑥 (поскольку де-
литель имеет степень 1 по 𝑦, остаток имеет степень 0 по 𝑦). Таким
образом,

𝑅(𝑥, 𝑦) = (𝑦 − 𝑃 (𝑥))𝑄(𝑥, 𝑦) + 𝑆(𝑥).

Подставив теперь 𝑃 (𝑥) вместо 𝑦, получим, что 𝑆(𝑥)—нулевой много-
член, что и требовалось доказать.

Теперь всё готово, чтобы вернуться к декодированию списком.
Пусть имеется 𝑛 точек (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Нас интересует, сколько различных
многочленов степени не больше 𝑘 могут проходить через 𝑠 из них
(для данных 𝑛, 𝑘 и 𝑠).

Чтобы оценить это число, рассмотрим целое положительное 𝑁
(пока произвольное) и положим 𝑎1 = 𝑎2 = . . . = 𝑁 . (Кажется стран-
ным, что вообще нужны кратности, если они все равны. Тем не ме-
нее, как мы увидим, это полезно.)

Чтобы применить лемму 1, нужно выбрать натуральное 𝑎, для
которого

𝑎2 > 𝑘

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑎𝑖 + 1) = 𝑘𝑛𝑁(𝑁 + 1),
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то есть

𝑎 >
√︀
𝑘𝑛𝑁(𝑁 + 1).

Применение леммы 1 даёт многочлен𝑅(𝑥, 𝑦), имеющий 𝑘-взвешенную
степень меньше 𝑎 и обращающийся в нуль с кратностью 𝑁 во всех
точках (𝑥𝑖, 𝑦𝑖).

Если многочлен 𝑃 имеет степень не выше 𝑘 и проходит через 𝑠
точек из числа (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), причём

𝑠𝑁 > 𝑎,

то 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) = 0 по лемме 2 и 𝑅(𝑥, 𝑦) делится на 𝑦−𝑃 (𝑥) по лемме 3.
Из курса алгебры известно, что в кольце F𝑞[𝑥, 𝑦] разложение на

множители однозначно, так что число делителей вида 𝑦−𝑃 (𝑥) у мно-
гочлена 𝑅(𝑥, 𝑦) меньше 𝑎/𝑘 (иначе суммарная 𝑘-взвешенная степень
произведения достигнет 𝑎, ведь 𝑦 имеет взвешенную степень 𝑘).

Собирая всё вместе (считая 𝑎 равным 𝑠𝑁 и поделив обе части
неравенства на 𝑁), получаем такое утверждение:

Теорема. Если

𝑠 >
√︀
𝑘𝑛(1 + 1/𝑁) ,

то количество различных многочленов 𝑃 степени не выше 𝑘, про-
ходящих через 𝑠 или более точек среди (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), меньше
𝑠𝑁/𝑘.

Видно, что эта теорема применима при 𝑠 >
√
𝑛𝑘; чем ближе это

неравенство к равенству, тем большее 𝑁 придётся брать (и тем сла-
бее будет оценка на число различных многочленов). Ещё из неё вид-

но, например, что при 𝑠 = (1 + 𝜀)
√
𝑛𝑘 и 𝑛 = 𝑂(𝑘) число различных

многочленов 𝑃 степени меньше 𝑘, проходящих через 𝑠 точек из 𝑛,
есть 𝑂(1).

В следующем разделе нам потребуется аналогичное утверждение
для случая произвольных весов:

Теорема. Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛—произвольные элементы
поля F𝑞. Пусть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛—произвольные натуральные числа. Пусть
натуральные числа 𝑘 и 𝑎 таковы, что

𝑎2 > 𝑘

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑎𝑖 + 1).
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Тогда количество многочленов 𝑃 (𝑥) степени не выше 𝑘, для которых
набираемый ими вес ∑︁

{𝑎𝑖 | 𝑃 (𝑥𝑖) = 𝑦𝑖)}

не меньше 𝑎, не превосходит 𝑎/𝑘.
В самом деле, по лемме 1 можно найти многочлен 𝑅(𝑥, 𝑦), обра-

щающийся в нуль в (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) с кратностью 𝑎𝑖 и имеющий 𝑘-взвешенную
степень меньше 𝑎; по лемме 2 выполнено равенство 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) = 0
для любого многочлена степени не выше 𝑘, набирающего вес не мень-
ше 𝑎; по лемме 3 𝑅(𝑥, 𝑦) делится на 𝑦 − 𝑃 (𝑥) для всех этих много-
членов и потому их число меньше 𝑎/𝑘.

Приведённое доказательство после некоторого дополнительного
анализа даёт полиномиальный алгоритм декодирования списком ко-
дов Рида-Соломона (время работы алгоритма ограничено полино-
мом от параметров 𝑘, 𝑛, 𝑎 и размера поля 𝑞). Надо только научиться
раскладывать на множители многочлены в F𝑞[𝑥, 𝑦] или хотя бы вы-
делять из них все множители вида 𝑦 − 𝑃 (𝑥).

Вообще-то известны полиномиальные алгоритмы для полного раз-
ложения на множители (произвольного вида) многочленов от несколь-
ких переменных над конечным полем. Но нам достаточно уметь вы-
делять множители специального вида, поэтому мы приведём простое
рассуждение специально для этого случая.

Пусть нам дан многочлен 𝑅(𝑥, 𝑦) и пусть (𝑎, 𝑏)—некоторая точка,
где он обращается в нуль: 𝑅(𝑎, 𝑏) = 0. Посмотрим на производную
по второму аргументу 𝑅𝑦. Если в точке (𝑎, 𝑏) она не обращается
в нуль, то можно действовать как в курсе анализа, где к уравне-
нию 𝑅(𝑥, 𝑦) = 0 в окрестности точки (𝑎, 𝑏) применяют теорему о
неявной функции и находят функцию 𝜙, для которой 𝜙(𝑎) = 𝑏 и
𝑅(𝑥, 𝜙(𝑥)) = 0; при этом высшие производные функции 𝜙 можно
найти, зная соответствующие производные функции 𝑅.

Поскольку у нас поле конечной характеристики, то лучше дей-
ствовать непосредственно в терминах коэффициентов многочлена.
Сдвигом по 𝑥 и 𝑦 можно свести дело к случаю 𝑎 = 0, 𝑏 = 0. Запишем
многочлен 𝑅(𝑥, 𝑦) по степеням 𝑦:

𝑅(𝑥, 𝑦) = 𝑟0(𝑥) + 𝑟1(𝑥)𝑦 + 𝑟2(𝑥)𝑦2 + 𝑟3(𝑦)𝑦3 + . . .

Равенство 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) = 0 даёт нам уравнения на коэффициенты мно-
гочлена 𝑃 (𝑥) = 𝑝1𝑥+ 𝑝2𝑥

2 + 𝑝3𝑥
3 + . . . (свободного члена у 𝑃 (𝑥) нет,
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так как по предположению 𝑃 (0) = 0). Приравнивая свободные члены
в

0 = 𝑅(𝑥, 𝑃 (𝑥)) = 𝑟0(𝑥) + 𝑟1(𝑥)𝑃 (𝑥) + 𝑟2(𝑥)𝑃 2(𝑥) + 𝑟3(𝑥)𝑃 3(𝑥) + . . . ,

получаем равенство 𝑅(0, 0) = 0, то есть 𝑟0(0) = 0. Приравнивая ко-
эффициенты при 𝑥, получаем линейное уравнение на 𝑝1, при этом
коэффициент равен 𝑟1(0) = 𝑅′

𝑦(0, 0), что не равно нулю по нашему

предположению. Приравнивая члены с 𝑥2, получаем линейное урав-
нение на 𝑝2 с тем же коэффициентом 𝑟1(0), и так далее.

Так мы можем определять коэффициенты 𝑃 в порядке возраста-
ния степеней, и вопрос только в том, получится ли многочлен или
ряд. Поскольку мы заранее знаем верхнюю оценку на степень мно-
гочлена 𝑃 (𝑥), при которой 𝑦−𝑃 (𝑥) только и может быть делителем
𝑅(𝑥, 𝑦), то достаточно получить коэффициенты 𝑃 до этой границы
и затем сделать проверку (подстановкой в 𝑅).

Переберём все пары (𝑎, 𝑏), для которых 𝑅(𝑎, 𝑏) = 0 и 𝑅′
𝑦(𝑎, 𝑏) ̸= 0,

и выполним для каждой такой пары указанную процедуру. В резуль-
тате мы найдём все делители вида 𝑦 − 𝑃 (𝑥), кроме тех 𝑃 , которые
целиком проходят через точки с нулевой производной 𝑅′

𝑦. Но эти 𝑃
являются решениями уравнения 𝑅′

𝑦(𝑥, 𝑃 (𝑥)) = 0, и мы можем счи-
тать (рассуждая по индукции), что они нам уже известны. (При этом
степень уменьшается на единицу, так что алгоритм остаётся поли-
номиальным.)

27 Рид-Соломон плюс Адамар:

декодирование списком

Рассматривая код Адамара в разделе 16, мы уже упоминали о воз-
можности использовать его в качестве внутреннего кода, когда внеш-
ним является код Рида-Соломона. Сейчас мы используем методы
предыдущего раздела (декодирование кода Рида-Соломона с веса-
ми), чтобы получить алгоритм декодирования списком для такого
каскадного кода.

Напомним параметры рассматриваемого кода. Мы используем
поле F2𝑚 из 2𝑚 элементов, обозначаемых 𝑥1, . . . , 𝑥2𝑚 . Внешний код
Рида-Соломона кодирует 𝜀2𝑚 элементов поля, рассматривая их как
коэффициенты многочлена 𝑃 степени меньше 𝜀2𝑚 и беря значе-
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ния 𝑃 (𝑥1), . . . , 𝑃 (𝑥2𝑚). Внутренний код Адамара кодирует каждое
из этих значений (то есть слово из 𝑚 битов) словом из 2𝑚 битов.

Результирующий каскадный код кодирует слово из 𝜀𝑚2𝑚 битов,
разбивая его на 𝜀2𝑚 блоков по 𝑚 битов, и затем заменяя каждый
блок на его код Адамара. Получается 2𝑚 блоков по 2𝑚 битов в каж-
дом, всего 22𝑚 битов.

Кодовое расстояние (удельное, в расчёте на бит кодового слова)
для внешнего кода равно 1−𝜀, а для внутреннего равно 1/2, поэтому
для конкатенации оно равно 1

2 (1 − 𝜀).
Оценка Джонсона говорит теперь, что декодирование списком

возможно с долей ошибок 1
2 (1−

√
𝜀) и длиной списка 2·22𝑚 (удвоенная

длина кодового слова). Покажем, что такой список можно получить с
помощью описанной в предыдущем разделе техники (набором весов
вдоль алгебраической кривой).

Итак, пусть имеется некоторое слово 𝑧 длины 22𝑚, для которого
мы хотим составить список близких к нему кодовых слов. Разобьём
слово 𝑧 на 2𝑚 блоков 𝑧1, . . . , 𝑧2𝑚 длины 2𝑚 каждый. Как и раньше,
декодирование каскадного кода начинается с декодирования каждо-
го блока по отдельности. Но в данном случае мы не будем выби-
рать какого-то одного варианта декодирования, а рассмотрим все
возможные варианты. А именно, для каждого блока 𝑧𝑖 и для лю-
бого элемента 𝑥𝑗 поля F2𝑚 посмотрим, насколько близко слово 𝑧𝑖 к
коду Адамара элемента 𝑥𝑗 . Оба сравниваемых слова имеют длину
2𝑚, и мы вычтем число несовпадений из числа совпадений; разность
мы будем называть весом и обозначать 𝑎𝑖𝑗 . Если 𝑎𝑖𝑗 6 0 (несовпаде-
ний не меньше, чем совпадений) то такой вариант декодирования (𝑧𝑖
получилось искажением кода элемента 𝑥𝑗) мы сразу же отвергнем.
Для всех оставшихся вариантов веса 𝑎𝑖𝑗 неотрицательны. Получает-
ся максимум 22𝑚 положительных весов, поскольку каждый из ин-
дексов 𝑖, 𝑗 пробегает 2𝑚 значений (соответствующих 2𝑚 элементам
поля).

Эти веса будут использованы при декодировании внешнего ко-
да. Мы будем проводить алгебраическую кривую через все точки
(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ∈ F2

2𝑚 , у которых веса 𝑎𝑖𝑗 положительны. (Заметим, что те-
перь у нас есть много точек с одинаковой первой координатой, чего
раньше не было.) В обозначениях последней теоремы предыдущего
раздела:

𝑞 = 2𝑚, 𝑛 6 22𝑚, 𝑘 = 𝜀2𝑚.

Остаётся понять, каким должно быть значение 𝑎. Чем оно больше,
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нем утверждение теоремы слабее, поэтому его надо взять минималь-
но возможным с соблюдением условия

𝑎2 > 𝑘

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑎𝑖 + 1) = 𝜀2𝑚
∑︁
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑗(𝑎𝑖𝑗 + 1).

(в левой части равенства используются обозначения предыдущего
раздела, а справа подставлены их текущие значения). Правую часть
можно записать как

𝜀2𝑚
[︂∑︁

𝑖,𝑗

𝑎2𝑖𝑗 +
∑︁
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑗

]︂
.

Второе (меньшее) слагаемое оценим сверху, заменив все 𝑎𝑖𝑗 на их
максимально возможное значение 2𝑚, получится 𝜀24𝑚. Первое сла-
гаемое будем оценивать более деликатным способом. Сгруппировав
слагаемые с одним и тем же 𝑖 (соответствующие одному блоку в
конкатенации, но разным вариантам его декодирования), получим

𝜀2𝑚
∑︁
𝑖

[︂∑︁
𝑗

𝑎2𝑖𝑗

]︂
.

Теперь оценим отдельно каждую квадратную скобку (при фиксиро-
ванном 𝑗). Вес 𝑎𝑖𝑗 представляет собой скалярное произведение кода
Адамара элемента 𝑥𝑗 и слова 𝑧𝑖, взятое с множителем 2𝑚 (скажем,
если скалярное произведение равно 1, то есть имеет место полное
совпадение, вес равен 2𝑚). Остаётся вспомнить про неравенство Бес-
селя, согласно которому сумма квадратов скалярных произведений
единичного вектора с векторами ортонормированного набора не пре-
восходит 1. После учёта коэффициентов это даёт

𝜀2𝑚
∑︁
𝑖

[︂∑︁
𝑗

𝑎2𝑖𝑗

]︂
6 𝜀2𝑚

∑︁
𝑖

22𝑚 = 𝜀2𝑚 · 2𝑚 · 22𝑚 = 𝜀24𝑚.

Таким образом, для применения теоремы из предыдущего раздела
достаточно неравенства

𝑎2 > 𝜀2 · 24𝑚,

то есть
𝑎 >

√
2𝜀 22𝑚.
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Таким образом, количество многочленов степени не выше 𝜀2𝑚, на-
бирающих вес 𝑎 или больше, невелико. Остаётся понять, что сум-
марный вес, набираемый многочленом, не меньше разницы между
суммарным числом совпадений и несовпадений в соответствующем
кодовом слове, и тем самым можно выловить все кодовые слова,
для которых эта разница между числом совпадений и несовпадений
больше √

2𝜀22𝑚,

то есть в расчёте на бит больше
√

2𝜀. Поскольку эта разница есть
1 − 2𝑑, где 𝑑—доля ошибок, условие на 𝑑 будет таким:

𝑑 <
1

2

(︀
1 −

√
2𝜀
)︀
.

При этом число кодовых слов в списке оценивается величиной

𝑎/𝑘 =
√

2𝜀22𝑚/(𝜀2𝑚),

что по порядку величины равно 2𝑚, то есть корню из длины кодового
слова (немного лучше, чем в оценке Джонсона).

Зато у нас вместо
√
𝜀, как в оценке Джонсона, появляется

√
2𝜀. В

основном это из-за того, что мы очень грубо оценивали сумму первых
степеней. Сделаем это точнее: при каждом 𝑖 у нас имеется сумма
2𝑚 чисел, сумма квадратов которых не превосходит 22𝑚, так что их
среднее квадратичное не превосходит 2𝑚/2. Среднее арифметическое
не больше среднего квадратичного, поэтому сумма

∑︀
𝑗 𝑎𝑖𝑗 не больше

23𝑚/2 (а раньше мы её оценивали как 22𝑚, так что есть заметное
улучшение).

Отсюда ясно, что константу 2 в
√

2𝜀 можно (для достаточно
больши́х 𝑚) заменить на сколь угодно близкую к единице.

28 Вероятностное декодирование списком

для кодов Адамара

Ещё один результат, связанный с кодами Адамара—теорема Гол-
драйха и Левина о вероятностном декодировании списком (перво-
начальная формулировка была в терминах вычислительной крипто-
графии, но по существу она именно об этом).
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Теорема. Пусть 𝛼 < 1/2 и 𝜀 > 0. Существует вероятностный по-
линомиальный алгоритм, который по данному𝑚 и по данному слову
𝑔 длины 2𝑚 указывает список полиномиальной длины, который с ве-
роятностью не менее 1−𝜀 содержит все кодовые слова кода Адамара,
отличающиеся от 𝑔 не более чем в 𝛼2𝑚 позиций.

Эта формулировка требует трёх уточнений. Во-первых, полино-
миальность означает, что время работы алгоритма (во всех случаях)
ограничено некоторым полиномом от 𝑚. Во-вторых, слово 𝑔 (имею-
щее длину 2𝑚) подаётся на вход алгоритма в виде «оракула» (алго-
ритм может запросить значение любого бита, указав его номер, то
есть слово рассматривается как функция 𝑔 : B𝑚 → B, и алгоритм
может её «вызывать»). В третьих, алгоритм указывает не сами ко-
довые слова кода Адамара (они имеют экспоненциальную длину, и
за полиномиальное от 𝑚 время их выписать нельзя), а их прообразы
при кодировании (то есть слова из 𝑚 + 1 битов, которые являются
коэффициентами соответствующей аффинной функции).

Доказательство. Будем считать, что 𝛼 = 1
2 − 𝛿 при некотором

𝛿 > 0.

Для доказательства теоремы мы построим алгоритм ℬ, получаю-
щий на вход рациональные числа 𝛿, 𝜀 > 0, натуральное число 𝑚 и (в
виде оракула) функцию 𝑔 : B𝑚 → B, и выдающий список ℬ(𝛿, 𝜀,𝑚, 𝑔)
аффинных функций (то есть их коэффициентов). При этом алго-
ритм будет полиномиальным от 𝑚, 1/𝛿 и log(1/𝜀), если 𝛿 и 𝜀 доста-
точно просты, так что длины их записей ограничены полиномом от
1/𝛿 и log(1/𝜀) (это заведомо так, если они обратны к целым числам,
и в дальнейшем мы рассматриваем только такие 𝜀 и 𝛿).

Этот алгоритм будет обладать таким свойством:

Лемма. Пусть 𝑓 : B𝑚 → B—аффинная функция, а 𝑔 : B𝑚 → B—
произвольная функция, отличающаяся от 𝑓 не более чем в ( 12 − 𝛿)-
доле аргументов. Тогда вероятность того, что 𝑓 войдёт в список
ℬ(𝛿, 𝜀,𝑚, 𝑔), не меньше 1/2.

Прежде чем описывать алгоритм ℬ и доказывать лемму, пояс-
ним её связь с исходной формулировкой теоремы. Лемма говорит о
вероятности покрыть списком одну аффинную функцию, близкую к
𝑔; в теореме мы говорили о покрытии всех таких функций. Повто-
рим log2(2𝑚+1/𝜀) раз алгоритм ℬ и объединим полученные списки.
Мы уменьшим до 𝜀/2𝑚+1 вероятность не покрыть любую фиксиро-
ванную аффинную функцию, близкую к 𝑔. Количество близких к 𝑔
аффинных функций не превосходит их общего числа 2𝑚+1, поэтому
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вероятность не покрыть хотя бы одну из них не превосходит 𝜀.
Заметим, что при 𝛿 ≫ 2−𝑚 можно уменьшить количество повто-

рений алгоритма ℬ, используя известные нам свойства кода Ада-
мара. Из них следует, что функций, близких к 𝑔, не больше 1/4𝛿2.
(Кстати, тот факт, что функций немного, следует из леммы—если
бы их было много, то список полиномиального размера, выдаваемый
алгоритмом, не мог бы с высокой вероятностью покрывать любую
из них.) Поэтому можно повторять алгоритм ℬ не log2(2𝑚+1/𝜀), а
log2(1/4𝛿2𝜀) раз.

Построение алгоритма и доказательство леммы. Итак, в
роли алгоритма ℬ мы имеем доступ к 𝑔—«искажённому варианту»
неизвестной аффинной функции

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥1 + . . . + 𝑓𝑚𝑥𝑚,

и должны отгадать коэффициенты 𝑓0, . . . , 𝑓𝑚. Эти коэффициенты
определяются значениями 𝑓 в 𝑚 + 1 точках

(0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)

(и наоборот), и нам будет удобнее говорить о отгадывании этих зна-
чений. (На самом деле конкретный вид точек нам не важен, мы мо-
жем отгадывать значения в произвольных 𝑚 + 1 точках—и даже в
произвольном полиномиальном числе точек.)

Поскольку функция 𝑓 является аффинной, для любых 𝑥 и 𝑟
из B𝑚 выполняется равенство

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑟) − 𝑓(𝑟),

где 𝑓—линейная часть 𝑓 (без 𝑓0). Пусть 𝑥 фиксировано, а 𝑟 пробега-
ет B𝑚. Поскольку 𝑓 и 𝑔 совпадают по крайней мере в ( 1

2 + 𝛿)-доле
позиций (что больше половины), то

𝑓(𝑥) = большинство из
[︀
𝑔(𝑥 + 𝑟) − 𝑓(𝑟)

]︀
,

и это большинство можно определить методом Монте-Карло, выбрав
несколько случайных 𝑟 и проведя голосование среди выбранных зна-
чений.

План этот на первый взгляд не имеет смысла, так как в правой
части стоит 𝑓(𝑟), которого мы всё равно не знаем (ведь 𝑓 отличается
от 𝑓 лишь отсутствием коэффициента 𝑓0).
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Заметим, однако, что для нахождения большинства по методу
Монте-Карло не обязательно, чтобы испытания были по-настоящему
независимы. Достаточно (хотя и с худшей оценкой на вероятность
ошибки), чтобы они были попарно независимы. Именно, имеет место

Закон больших чисел для попарно независимых событий.
Пусть события 𝐴1, . . . , 𝐴𝑁 попарно независимы и каждое из них име-
ет вероятность меньше 1

2−𝛿. Тогда вероятность того, что произойдёт
половина или больше событий, не превосходит

1

𝛿2
· 1

𝑁

(и потому мала при больши́х 𝑁).
В самом деле, рассмотрим индикаторы этих событий (случайные

величины 𝑎𝑖, равные единице, если 𝐴𝑖 случилось, и нулю в против-
ном случае). Математическое ожидание каждого из индикаторов не
больше 1

2 − 𝛿. Поэтому математическое ожидание суммы не больше

𝑁( 1
2−𝛿). Теперь воспользуемся попарной независимостью: она гаран-

тирует, что дисперсия суммы
∑︀

𝑎𝑖 равна сумме дисперсий; диспер-
сия 𝑎𝑖 не превосходит 1 (на самом деле даже 1/4), поэтому дисперсия
суммы не превосходит 𝑁 . Дисперсия есть математическое ожидание
квадрата отклонения от математического ожидания. Если произой-
дёт больше половины событий, то отклонение будет по крайней мере
𝑁𝛿, а его квадрат—𝑁2𝛿2. Поэтому по неравенству Чебышёва веро-
ятность такого события не больше

𝑁

𝑁2𝛿2
=

1

𝛿2
· 1

𝑁
,

что и требовалось доказать.
Откуда мы возьмём попарно независимые величины? Если взять

𝑠 (полностью) независимых векторов в B𝑚, то их частичные суммы
(всего 2𝑠 − 1 векторов) будут попарно независимы. Например, если
𝑢1, 𝑢2 и 𝑢3—(полностью) независимые векторы, то семь векторов

𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢1 + 𝑢2, 𝑢1 + 𝑢3, 𝑢2 + 𝑢3, 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3

будут попарно независимы. (Скажем, при данном значении 𝑢1 + 𝑢2

все значения 𝑢1+𝑢3 равновероятны, поскольку 𝑢3 не зависит от пары
(𝑢1, 𝑢2).)

Геометрически: на 𝑠 случайных независимых равномерно распре-
делённых векторов мы натягиваем параллелепипед, и 2𝑠− 1 его вер-
шин (не считая нулевой) будут попарно независимы.
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Теперь уже можно объяснить идею доказательства: мы положим

𝑓(𝑥) = большинство из
[︀
𝑔(𝑥 + 𝑟𝑖) − 𝑓(𝑟𝑖)

]︀
,

где 𝑟𝑖—попарно независимые векторы (2𝑠−1 штук), а именно, ненуле-
вые вершины параллелепипеда, натянутого на (полностью) незави-
симые векторы 𝑢1, . . . , 𝑢𝑠. Чтобы получить малую вероятность ошиб-
ки, достаточно взять полиномиальное число попарно независимых
векторов, то есть 2𝑠 − 1 = poly(𝑚), а тогда 𝑠 = 𝑂(log𝑚). (Это—для
фиксированных 𝜀 и 𝛿, оценку для общего случая см. ниже.)

Теперь главное: все значения 𝑓(𝑟𝑖) в силу линейности 𝑓 определя-
ются значениями 𝑓(𝑢1), . . . , 𝑓(𝑢𝑠), то есть 𝑠 битами. Возможных ва-
риантов этих значений 2𝑠, то есть полиномиальное от 𝑚 количество.
Вспомним, что нам разрешалось отгадывать с нескольких попыток:
алгоритм ℬ выдаёт не один набор коэффициентов, а полиномиаль-
ный (от 𝑚) список вариантов. Так что нам позволено перепробовать
эти варианты, и всё сходится.

Оценим возникающие вероятности более подробно. Нам нужно
восстановить значения 𝑓 в 𝑚 + 1 точках. Мы начинаем с того, что
выбираем независимые векторы 𝑢1, . . . , 𝑢𝑠 и получаем из них попар-
но независимые векторы 𝑟1, . . . , 𝑟2𝑠−1. Затем для каждой из 𝑚 + 1
точек мы проводим голосование с 2𝑠 − 1 участниками и получаем
набор из 𝑚+ 1 предполагаемых значений. Эта процедура предпола-
гает известными значения 𝑓(𝑢1), . . . , 𝑓(𝑢𝑠) и проводится 2𝑠 раз, для
всех возможных вариантов. Подчеркнём, что выбор случайных век-
торов 𝑢1, . . . , 𝑢𝑠 производится только один раз: одни и те же векторы
используются для всех 𝑚 + 1 точек и во всех 2𝑠 попытках.

Для данной точки 𝑥 события 𝑓(𝑥 + 𝑟𝑖) ̸= 𝑔(𝑥 + 𝑟𝑖) (всего 2𝑠 − 1
событий при 𝑖 = 1, 2, . . . , 2𝑠 − 1) являются попарно независимыми.
Вероятность каждого из них не больше 1

2 − 𝛿. Поэтому вероятность
того, что выборка окажется «плохой» (не меньше половины попада-
ний в ошибки, где 𝑓 ̸= 𝑔), не превосходит

1

𝛿2
· 1

2𝑠 − 1
.

Это—для данной точки 𝑥; вероятность того, что выборка окажется
плохой хотя бы для одной из 𝑚 + 1 точек, не больше

1

𝛿2
· 1

2𝑠 − 1
· (𝑚 + 1)
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и потому меньше 𝜀, если

2𝑠 >
𝑚 + 1

𝜀𝛿2
+ 1.

А если выборка хороша для всех 𝑚 + 1 точек, то в список, вы-
даваемый алгоритмом ℬ (и содержащий 2𝑠 вариантов), войдёт и
правильный ответ (коэффициенты аффинной функции 𝑓). Длина
списка и время работы алгоритма ℬ при этом полиномиальны от
(𝑚 + 1)/𝜀𝛿2 + 1 = poly(𝑚, 1/𝜀, 1/𝛿).

29 Линейные коды низкой плотности

и экспандеры

В этом разделе мы вернёмся к линейным кодам и покажем, как мож-
но построить линейный код (над полем F2), для которого не только
кодирование, но и декодирование выполняется быстро. Идея постро-
ения таких кодов (LDPC, low density parity-check codes) была предло-
жена Галлагером ещё в 1963 году, но потом эти коды были почти что
забыты. Сипсер и Спилман вернулись к ним в середине 1990-х годов
и обнаружили их связь с некоторым классом графов—экспандерами.

Линейные коды и графы

Линейный код над полем из двух элементов состоит из двоичных
слов 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛, биты которых удовлетворяют некоторым провероч-
ным уравнениям. Поскольку в поле только два элемента, достаточно
указать, какие биты входят в уравнение, и код задаётся двудольным
графом (рис. 5). В левой доле 𝑛 вершин 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Каждая вершина
правой доли задаёт уравнение: сумма тех битов, с которыми она со-
единена, равна нулю (каждое ребро соответствует вхождению бита в
уравнение; кратные рёбра не разрешены). Низкая плотность означа-
ет, что рёбер мало. Мы будем предполагать, что все вершины слева
имеют одинаковую степень 𝐷 (каждый бит входит в 𝐷 контрольных
сумм), и что уравнений меньше, чем переменных (и тем самым есть
более одного кодового слова).

Пусть 𝐴—некоторое множество вершин левой доли (переменных).
Из них выходят 𝐷|𝐴| рёбер, и поэтому множество соседей 𝑁(𝐴) со-
держит не более 𝐷|𝐴| элементов. Если эта оценка близка к точной
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𝑥1

𝑥2

𝑥3

...

𝑥𝑛

𝑥1 + 𝑥3 = 0

Рис. 5: Проверочная матрица как граф.

для множеств 𝐴 небольшого размера, граф называют экспандером.
Точнее, мы фиксируем некоторое 𝜀 > 0 и некоторое 𝛼 > 0 и требуем,
чтобы

|𝑁(𝐴)| > (1 − 𝜀)𝐷|𝐴| при |𝐴| 6 𝛼𝑛.

Это определение имеет смысл при достаточно малых 𝜀; в дальней-
шем нам понадобятся значения 𝜀 < 1/4. Оно говорит, что соседи
левых вершин сравнительно мало пересекаются друг с другом, и ес-
ли взять не слишком много таких вершин, то за счёт пересечений
множество соседей уменьшится не более чем в (1− 𝜀) раз. Слова «не
слишком много» важны, так как для больших множеств 𝐴 в правой
доле просто не хватит вершин. (Отметим, что при малом 𝜀 необхо-
димо брать достаточно большое 𝐷; при малых 𝐷 уже один общий
сосед справа у двух вершин левой доли приводит к уменьшению бо-
лее чем в (1 − 𝜀) раз—а вершины с общим соседом точно будут, так
как справа меньше вершин, чем слева.)

Исправление ошибок и экспандеры

Мы отложим вопрос о существовании экспандеров с данными пара-
метрами (число вершин слева 𝑛, их степень 𝐷, число вершин справа
𝑚, границы 𝛼 и 𝜀) и сначала посмотрим на параметры получающего-
ся кода. Прежде всего отметим, что имеется 2𝑛−𝑚 кодовых слов (или
даже больше, если 𝑚 уравнений оказались линейно зависимыми).

Мы уже говорили, что из |𝐴| вершин левой доли исходит 𝐷|𝐴|
рёбер; они приходят в (1 − 𝜀)𝐷|𝐴| вершин. Значит, имеется не более
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𝑛

𝐴

|𝐴| ≤ 𝛼𝑛

𝐷

𝑁(𝐴)

|𝑁(𝐴)| ≥ (1 − 𝜀)𝐷|𝐴|

Рис. 6: К определению экспандера.

𝜀𝐷|𝐴| вершин, в которые входит более одного ребра (каждая такая
вершина уменьшает число соседей по крайней мере на 1), и остаётся
не менее (1 − 2𝜀)𝐷|𝐴| вершин, в которые входит только одно ребро.

Отсюда следует, что минимальное расстояние кода больше 𝛼𝑛.
В самом деле, пусть два кодовых слова различны, и 𝐴—те позиции
(переменные), в которых они отличаются. Поскольку код линейный,
будем считать, что есть кодовое слово, которое содержит единицы
в позициях из 𝐴 (а второе слово нулевое). Мы видим, что если еди-
ниц не более 𝛼𝑛, то найдётся не менее (1 − 2𝜀)𝐷|𝐴| «критических»
контрольных сумм, которые содержат ровно одну единицу (и осталь-
ные нули). Если 𝜀 < 1/2, получаем противоречие: для кодовых слов
все контрольные суммы должны быть равны нулю. (Заметим, что
некритические контрольные суммы тоже могут быть ненулевыми,
если содержат нечётное число переменных из 𝐴.)

Раз минимальное расстояние больше 𝛼𝑛, то можно корректиро-
вать до (𝛼/2)𝑛 ошибок. Покажем, что при 𝜀 < 1/4 это можно делать
с помощью простого алгоритма: пока есть ненулевые контрольные

суммы, найдём переменную, изменение которой уменьшит их ко-

личество, и изменим её. Нужно только убедиться, что такая пере-
менная всегда найдётся (то есть что мы не окажемся в «локальном
минимуме»): после этого ясно, что число ненулевых сумм убывает,
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пока не достигнет нуля.

Итак, пусть нам дано некоторое слово 𝑧, которое отличается от
кодового слова 𝑥 в некоторых позициях. (Как и раньше, в силу ли-
нейности можно считать, что слово 𝑥 нулевое.) Пусть𝐴—соответствующее
множество позиций. Мы уже видели, что из 𝐴 выходит𝐷|𝐴| рёбер, из
которых в критические вершины ведёт не менее (1−2𝜀)𝐷|𝐴|, то есть
больше половины, если 𝜀 < 1/4. Значит, в 𝐴 найдётся переменная, из
которой большинство рёбер ведут в критические контрольные сум-
мы, и потому её изменение (которое исправит по крайней мере эти
суммы за счёт возможной порчи других соседей) уменьшит число
плохих сумм.

Всё? Не совсем. Дело в том, что и другие переменные, в том числе
и вне 𝐴, могут обладать тем же свойством (их изменение уменьша-
ет число нарушений), и изменение этих переменных удалит текущее
слово от искомого, увеличив множество ошибок 𝐴. (Предотвратить
это, не зная, где ошибки, мы не можем.) При этом число ненулевых
контрольных сумм всё равно уменьшается, но если при таких изме-
нениях множество 𝐴 превысит размер 𝛼𝑛, то с этого момента все
наши рассуждения потеряют силу (может не найтись переменной,
изменение которой уменьшает число плохих сумм; кроме того, при
|𝐴| > 𝛼𝑛 все контрольные суммы могут оказаться хорошими, хотя 𝐴
и непусто).

Почему размер 𝐴 не превысит 𝛼𝑛? Вспомним, что в начале у нас
было не более (𝛼/2)𝑛 ошибок. Надо убедиться, что их число в ходе
работы алгоритма увеличивается не более чем вдвое. Дело в том, что
размер 𝐴 связан с числом неверных сумм. Это число, как мы виде-
ли, не меньше (1−2𝜀)𝐷|𝐴| > 1

2𝐷|𝐴| и не больше 𝐷|𝐴| (общего числа
соседей). Раз число неверных сумм убывает, а люфт в этом соотно-
шении менее чем двукратный, размер 𝐴 может возрасти не более
чем вдвое. (Строго говоря, оценка (1−2𝜀)𝐷|𝐴| для числа ненулевых
контрольных сумм верна, лишь если доля ошибок не превзошла 𝛼.
Но если до некоторого момента число ошибок оставалось меньше 𝛼,
то и на следующем шаге это неравенство не нарушится. По индукции
получаем, что число ошибок никогда не достигнет 𝛼𝑛.)

Ясно, что алгоритм этот полиномиальный (число шагов не боль-
ше числа уравнений и тем самым числа переменных, и каждый шаг
тоже полиномиальный). При дополнительном предположении о том,
что степень всех вершин справа не превосходит 𝑂(1) (см. ниже о том,
почему такие экспандеры существуют) и достаточно умелой реализа-
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ции алгоритм декодирования получается почти линейным. Действи-
тельно, можно хранить для каждой переменной число содержащих
её ненулевых контрольных сумм; на каждом шаге надо выбирать
наибольшее из этих чисел и затем корректировать соседей его сосе-
дей, что удобно делать с помощью очереди с приоритетами.

Известны также быстрые параллельные алгоритмы коррекции
ошибок, но мы ограничимся уже сказанным.

Существование экспандеров

Итак, мы доказали, что на основе графа с 𝑛 вершинами в левой доле
и 𝑚 вершинами в правой доле, в котором степень каждой вершины
слева равна 𝐷 и выполнено свойство экспандера с параметрами 𝛼 и
𝜀 < 1/4, можно кодировать слова из 𝑛−𝑚 битов словами из 𝑛 битов
и быстро исправлять до (𝛼/2)𝑛 ошибок.

Остаётся доказать существование такого графа (при подходящем
соотношении параметров). Зафиксируем произвольное рациональ-
ное 𝑞 < 1 (отношение числа вершин в правой и левой долях) и
произвольное 𝜀 > 0. Мы подберём подходящие 𝐷 и 𝛼, при кото-
рых существует экспандер любого размера с такими параметрами
(для любых целых 𝑚 и 𝑛 с отношением 𝑞). Пусть фиксированы ко-
личества вершин в левой и правой долях: числа 𝑛 и 𝑚, для которых
𝑚/𝑛 = 𝑞. Будем выбирать двудольный граф с 𝑛 вершинами слева и𝑚
вершинами справа случайно: из каждой левой вершины выпускаем
𝐷 рёбер в правую долю (для каждой вершины случайно выбирает-
ся 𝐷 разных соседей; при этом для разных вершин выбор делается
независимо).

Мы хотим доказать, что свойство расширения выполнено с поло-
жительной вероятностью. Если оно не выполнено, то в левой доле
графа найдётся такое множество 𝐴 из 𝑘 6 𝛼𝑛 вершин, что все со-
седи его вершин (в правой доле) лежат в некотором множестве 𝐵
размера (1 − 𝜀)𝐷𝑘. Для одного ребра вероятность попасть в такое
𝐵 равна |𝐵|/𝑚, для 𝐷 рёбер она не превосходит (|𝐵|/𝑚)𝐷 (даже
немного меньше за счёт того, что все 𝐷 соседей должны быть раз-
личными), и для разных вершин выборы независимы, так что надо
возвести ещё в степень 𝑘. Полученный результат просуммируем по
всем возможным 𝐴 и 𝐵 и получим оценку

𝛼𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝐶𝑘

𝑛 · 𝐶(1−𝜀)𝐷𝑘
𝑚 ·

(︂
(1 − 𝜀)𝐷𝑘

𝑚

)︂𝐷𝑘
)︃
.
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Нам нужно, чтобы это выражение было меньше 1. Воспользуемся
оценкой для числа сочетаний: 𝐶𝑣

𝑢 не превосходит (𝑢𝑒/𝑣)𝑣. (В самом
деле, 𝐶𝑣

𝑢 6 𝑢𝑣/𝑣!, и остаётся заметить, что 𝑣! > (𝑣/𝑒)𝑣, поскольку ин-
теграл

∫︀ 𝑣

1
ln 𝑡 𝑑𝑡, равный (𝑡 ln 𝑡− 𝑡)|𝑡=𝑣

𝑡=1, не превосходит своей верхней
интегральной суммы ln 1 + ln 2 + . . . + ln 𝑣 = ln(𝑣!).)

Оценивая сверху биномиальные коэффициенты, получаем

𝛼𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
(𝑛𝑒/𝑘)𝑘 ·

(︂
𝑚𝑒

(1 − 𝜀)𝐷𝑘

)︂(1−𝜀)𝐷𝑘

·
(︂

(1 − 𝜀)𝐷𝑘

𝑚

)︂𝐷𝑘
)︃
.

Если из второй скобки вынести наружу 𝑒, то она станет обратной к
третьей, и можно привести подобные члены, получится

𝛼𝑛∑︁
𝑘=1

[︃
(𝑛𝑒/𝑘) · 𝑒(1−𝜀)𝐷 ·

(︂
(1 − 𝜀)𝐷𝑘

𝑚

)︂𝜀𝐷
]︃𝑘

(мы заодно вынесли общую степень 𝑘). Заменяя (1 − 𝜀) на единицу,
мы лишь увеличим сумму:

𝛼𝑛∑︁
𝑘=1

[︃
(𝑛𝑒/𝑘) · 𝑒𝐷 ·

(︂
𝐷𝑘

𝑚

)︂𝜀𝐷
]︃𝑘

.

Мы хотим оценить эту сумму как геометрическую прогрессию, но
пока в основание входит 𝑘. Его мы заменим на верхнюю оценку 𝛼𝑛.
Но для этого нужно, чтобы выражение в квадратных скобках росло
с ростом 𝑘, то есть чтобы 𝜀𝐷 было больше 1. В этом предположении
мы получаем (напомним, что 𝑚/𝑛 = 𝑞):

𝛼𝑛∑︁
𝑘=1

[︃
(𝑒/𝛼) · 𝑒𝐷 ·

(︂
𝐷𝛼

𝑞

)︂𝜀𝐷
]︃𝑘

.

Теперь видно, как надо действовать: прежде всего мы выбираем 𝐷
так, чтобы 𝜀𝐷 было больше 1. При таком 𝐷 знаменатель геометри-
ческой прогрессии стремится к нулю при 𝛼 → 0, и при достаточно
малых 𝛼 он будет меньше 1/2, что и требуется.

Однородные справа экспандеры

Удобно иметь дело с экспандером, который регулярен не только сле-
ва, но и справа (все вершины справа имеют одинаковую степень).
Это можно использовать при оценке времени работы алгоритма.
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Снова зафиксируем произвольное рациональное 𝑞 < 1 (отноше-
ние числа вершин в правой и левой долях) и произвольное 𝜀 > 0.
Далее мы подберём такое целые 𝐷 и вещественное 𝛼 > 0, что для
всех достаточно больших целых 𝑚 и 𝑛 с отношением 𝑞 существует
двудольный граф с 𝑛 вершинами слева (степени 𝐷) и 𝑚 вершина-
ми справа (степени 𝐷′ = 𝐷/𝑞), для которого выполнено нужное нам
свойство расширения (с параметрами 𝜀 и 𝛼).

Итак, пусть фиксированы количества вершин в левой и правой
долях: числа 𝑛 и 𝑚, для которых 𝑚/𝑛 = 𝑞. Будем выбирать двудоль-
ный граф с 𝑛 вершинами слева и 𝑚 вершинами справа случайно по
следующему распределению. Для каждой вершины слева возьмём 𝐷
копий, а для каждой вершины справа—𝐷′ копий (это будут концы рё-
бер). Тогда слева и справа будет одно и то же число 𝑁 = 𝐷𝑛 = 𝐷′𝑚
копий, и мы возьмём случайное взаимно однозначное соответствие
между правыми и левыми концами (каждое из паросочетаний меж-
ду левыми и правыми концами выбирается с вероятностью 1/𝑁 !).
Это ещё не окончательная конструкция, т.к. построенный нами граф
может содержать кратные (параллельные) рёбра. Временно мы раз-
решим кратные рёбра и покажем, что в определённом выше гра-
фе свойство расширения выполнено с положительной (и даже боль-
шей 1/2) вероятностью. Действительно, если нужное нам свойство
не выполнено, то в левой доле графа найдётся такое множество 𝐴
из 𝑘 6 𝛼𝑛 вершин, что все соседи его вершин (в правой доле) лежат
в некотором множестве 𝐵 размера (1 − 𝜀)𝐷𝑘. Оценим вероятность
этого события для данных 𝐴 и 𝐵.

На наше распределение вероятностей можно смотреть следую-
щим образом. Можно считать, что сначала мы случайно выбира-
ем 𝐷𝑘 правых концов, куда будут «отправлены» рёбра из 𝐴 (всего
имеется 𝐶𝐷𝑘

𝑁 вариантов), затем распределяем все ребра, выходящие
из 𝐴, между выбранными 𝐷𝑘 позициями (для этого имеется (𝐷𝑘)!
вариантов), после чего дополняем выбранные 𝐷𝑘 рёбер до полно-
го паросочетания (для этого есть (𝑁 −𝐷𝑘)! способов). Всего, как и
положено, получается

𝐶𝐷𝑘
𝑁 · (𝐷𝑘)! · (𝑁 −𝐷𝑘)! = 𝑁 !

способов. (Хотя это представление зависит от множества 𝐴, получа-
ющееся в результате распределение одно и то же для всех 𝐴.)

Теперь ограничим свой выбор на первом шаге: будем выбирать
множество соседей 𝐴 не среди всех 𝑁 потенциальных правых кон-
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цов рёбер, а лишь среди (экземпляров) вершин множества 𝐵 (таких
экземпляров всего 𝐷′|𝐵| = (1 − 𝜀)𝐷𝐷′𝑘). При этом число вариан-
тов сокращается с 𝐶𝐷𝑘

𝑁 до 𝐶𝐷𝑘
𝐷′|𝐵| = 𝐶𝐷𝑘

(1−𝜀)𝐷𝐷′𝑘. Теперь понятно, что

вероятность события «все соседи 𝐴 лежат в множестве 𝐵» равна
отношению биномиальных коэффициентов:

𝐶𝐷𝑘
(1−𝜀)𝐷𝐷′𝑘/𝐶

𝐷𝑘
𝑁 .

Просуммируем эту оценку по всем возможным 𝐴 и 𝐵. Получается,
что вероятность того, что выбранный нами граф не является экс-
пандером, не превосходит

𝛼𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛 · 𝐶(1−𝜀)𝐷𝑘

𝑚 ·
(︁
𝐶𝐷𝑘

(1−𝜀)𝐷𝐷′𝑘/𝐶
𝐷𝑘
𝑁

)︁
.

Дальше рассуждаем почти также, как мы действовали при незави-
симом выборе соседей каждой вершины. Мы хотим подобрать такие
значения параметров, чтобы данная сумма была меньше 1/2. Для
начала воспользуемся оценкой для числа сочетаний: 𝐶𝑣

𝑢 не превосхо-
дит (𝑢𝑒/𝑣)𝑣 и не меньше (𝑢/𝑣)𝑣. (Нижняя оценка получается, если в
произведении 𝐶𝑣

𝑢 = 𝑢
𝑣 · 𝑢−1

𝑣−1 · . . . · 𝑢−𝑣+1
1 все дроби заменить на 𝑢/𝑣.)

Оценивая биномиальные коэффициенты и вынося общую степень 𝑘,
получаем

𝛼𝑛∑︁
𝑘=0

(︃(︁𝑛𝑒
𝑘

)︁
·
(︂

𝑚𝑒

(1 − 𝜀)𝐷𝑘

)︂(1−𝜀)𝐷

·
(︂

(1 − 𝜀)𝐷𝐷′𝑘𝑒

𝑁

)︂𝐷
)︃𝑘

.

Вспоминая, что 𝑁 = 𝐷′𝑚, мы видим, что по сравнению с предыду-
щим вычислением у нас появился множитель 𝑒 в последней скобке, в
результате чего (1−𝜀) в показателе экспоненты заменяется на (2−𝜀):

𝛼𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
(𝑛𝑒/𝑘) · 𝑒(2−𝜀)𝐷 ·

(︂
(1 − 𝜀)𝐷𝑘

𝑚

)︂𝜀𝐷
)︃𝑘

.

Дальше всё происходит по прежней схеме. Мы хотим, чтобы выра-
жение в скобках росло с ростом 𝑘. Для этого нужно, чтобы 𝜀𝐷 было
больше 1. Выбрав (при заданном 𝜀) такое 𝐷, можно заменить 𝑘 внут-
ри скобок на 𝛼𝑛, от чего сумма только увеличится. Также огрубим
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(2 − 𝜀) и (1 − 𝜀) до 2 и 1 соответственно:

𝛼𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
(𝑒/𝛼) · 𝑒2𝐷 ·

(︂
𝐷𝛼

𝑞

)︂𝜀𝐷
)︃𝑘

.

Теперь ряд превратился в геометрическую прогрессию, причём её
знаменатель стремится к нулю при 𝛼 → 0. Следовательно, при доста-
точно малых 𝛼 он будет меньше 1/4, и тогда сумма ряда не превосхо-
дит 1/2. Подведём промежуточный итог: с вероятностью не меньше
1/2 случайно выбранное паросочетание даёт нам регулярный дву-
дольный граф, возможно, с кратными рёбрами, обладающий свой-
ством расширения.

Устранение кратных рёбер потребует некоторого запаса в свой-
стве расширения. Для этого мы заменяем в приведённом выше веро-
ятностном рассуждении параметр 𝜀 на 𝜀′ = 𝜀/2. (Также запомним,
что в этом случае степень 𝐷 мы выбираем не меньше 1/𝜀′ = 2/𝜀.)

Как устранить кратные рёбра? Из каждой вершины в левой доле
графа выходит по 𝐷 рёбер. Будем считать, что рёбра занумерованы
по их левым концам (от 1 до 𝑁 = 𝐷𝑛). Нетрудно проверить, что
для любых двух различных 𝑖, 𝑗 (в частности, соответствующих од-
ной левой вершине—в этом случае возможно образование кратных
рёбер) вероятность того, что их правые концы попадут в одну и ту
же вершину справа, не превосходит 1/𝑚. Суммируя эту вероятность
по всем вершинам левой доли и по всем парам рёбер, выходящим
из одной вершины, получаем, что математическое ожидание числа
пар кратных рёбер в графе не превосходит 𝐶2

𝐷 · (𝑛/𝑚) = 𝑂(𝐷2/𝑞).
Вероятность того, что положительная величина более чем в два раза
превышает своё математическое ожидание, должна быть меньше 1/2
(неравенство Маркова). Следовательно, с вероятностью больше 1/2
в случайно выбранном графе будет не больше 𝑂(𝐷2/𝑞) пар кратных
рёбер.

Итак, с вероятностью не меньше 1/2 случайное паросочетание
даёт нам экспандер (с нужными параметрами), и в то же время с ве-
роятностью больше 1/2 в случайно выбранном графе число кратных
рёбер ограничено 𝑂(𝐷2/𝑞). Это значит, что с положительной веро-
ятностью для случайного графа выполняются оба свойства. Таким
образом, существует регулярный (слева и справа) экспандер, в кото-
ром не больше 𝑂(𝐷2/𝑞) пар кратных рёбер. Заметим, что величина
𝑂(𝐷2/𝑞) не зависит от числа вершин в графе. Если число вершин 𝑛
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достаточно велико по сравнению с 𝐷, в таком графе можно «распа-
раллелить» кратные рёбра, лишь незначительно ухудшив свойство
расширения.

Опишем более подробно процедуру «распараллеливания». Назо-
вём «запрещёнными» сами кратные рёбра, а также рёбра, имеющие
с ними общую вершину (слева или справа). Пока в графе остаются
кратные рёбра, будем производить операцию переклейки: берём од-
но из имеющихся кратных рёбер и обмениваем его правый конец с
правым концом какого-нибудь незапрещенного ребра. При этом мы
позаботимся, чтобы все незапрещённые рёбра, использованные в пе-
реклейках, не имели общих концов (это можно обеспечить, если 𝑛
много больше числа кратных рёбер).

Понятно, что после этой процедуры граф остался регулярным,
и в нём не осталось кратных рёбер. Посмотрим, насколько могло
измениться свойство расширения графа. Раньше для всякого мно-
жества левых вершин 𝐴 множество соседей состояло не менее чем
из (1 − 𝜀′)𝐷|𝐴| правых вершин. После переклейки рёбер множество
𝑁(𝐴) могло стать меньше за счёт незапрещённых рёбер (выходящих
из 𝐴), использованных в процедуре распараллеливания. Таких рёбер
заведомо не больше |𝐴| (левые концы всех этих рёбер различны). Это
значит, что в новом графе число соседей 𝐴 не меньше

(1 − 𝜀′)𝐷|𝐴| − |𝐴| > (1 − 𝜀′ − 1
𝐷 )𝐷|𝐴|.

Таким образом, для нового графа свойство расширения выполняется
со слегка ухудшенными параметрами: 𝜀′ заменяется на (𝜀′ + 1

𝐷 ). За
счёт предусмотренного запаса (𝜀′ = 𝜀/2) мы получаем экспандер с
параметром расширения 𝜀.

Таким образом, мы доказали, что при определённых значени-
ях параметров (при любом 𝜀 > 0, при фиксированном отношении
𝑛/𝑚, достаточно больших 𝐷 и достаточно малых 𝛼) экспандеры
существуют (и, более того, существуют экспандеры с одинаковой
степенью всех вершин в правой доле). Однако наше доказатель-
ство неявное—оно не даёт возможности построить экспандер с за-
данными параметрами достаточно быстро (а это необходимо, что-
бы организовать быстрое кодирование и декодирование для соответ-
ствующего кода равномерно по длинам кодовых слов). В 2002 году
Вадхан, Вигдерсон, Капалбо и Рейнголд [M. Capalbo, O. Reingold,
S. Vadhan, A. Wigderson, Randomness conductors and constant-degree
lossless expanders, Proceedings of 34th Annual ACM Symposium on Theory
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of Computing, pp. 659–668, 2002] придумали явную конструкцию, ко-
торая для сколь угодно малого параметра расширения 𝜀 > 0 позво-
ляет строить экспандеры с нужным свойством за полиномиальное
(от числа вершин) время.

Параметры экспандерных кодов

Мы доказали существование экспандерных кодов и объяснили, что
для них есть быстрые алгоритмы декодирования. Однако до сих пор
мы не обсуждали качество таких кодов—как соотносятся их коэффи-
циент полезного действия (скорость) и кодовое расстояние (а значит,
и число исправляемых ошибок). Сейчас мы оценим скорость экспан-
дерного кода, исправляющего заданную долю ошибок.

Прежде всего нужно понять, как связаны параметры экспанде-
ра и характеристики соответствующего ему кода. Напомним, какие
параметры есть у экспандера:

∙ число вершин слева и справа (𝑛 и 𝑚 соответственно; мы счита-
ем, что 𝑚 < 𝑛, и обозначаем отношение этих чисел 𝑞 = 𝑚/𝑛);

∙ степень вершин слева (обозначается 𝐷);

∙ параметры расширения 𝛼 и 𝜀: всякое множество 𝐴, состоящее
из не более чем 𝛼𝑛 вершин левой доли, должно иметь не менее
(1 − 𝜀)𝐷|𝐴| соседей (в правой доле). При построении кодов мы
предполагали, что 𝜀 < 1/4.

Вспомним, какой код соответствует такому графу. Поскольку дли-
на кодового слова равна 𝑛, а число контрольных сумм равно 𝑚, то
число кодовых слов не меньше 2𝑛−𝑚. Таким образом, коэффициент
полезного действия кода заведомо не меньше 𝑛−𝑚

𝑛 = 1 − 𝑞. Далее,
мы доказали, что расстояние экспандерного кода будет не меньше
𝛼𝑛. Мы хотим, чтобы кодовое расстояние кода (при данной скоро-
сти) было как можно больше. Это значит, что при каждом значении
𝑞 мы хотим максимизировать соответствующее ему 𝛼.

Теперь можно точно сформулировать задачу в терминах пара-
метров экспандера. Мы фиксируем 𝜀 (некоторое число меньше 1/4)
и 𝑞 (некоторое число меньше 1). Требуется найти максимальное 𝛼 =
𝛼(𝑞, 𝜀) (а также подходящее значение 𝐷 = 𝐷(𝑞, 𝜀)), для которого
существует экспандер с указанными параметрами.
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Ранее мы доказали, что для существования экспандеров доста-
точно, чтобы выполнялись условия 𝜀𝐷 > 1 и

(𝑒/𝛼) · 𝑒𝐷 ·
(︀
𝐷𝛼
𝑞

)︀𝜀𝐷
< 1/2.

Это значит, что нам нужно найти максимальное 𝛼 = 𝛼(𝑞, 𝜀) такое,
что для некоторого 𝐷 = 𝐷(𝑞, 𝜀) эти неравенства верны. Точное ре-
шение этой задачи на поиск максимума довольно громоздко. Однако
нетрудно подобрать значение 𝐷, которое будет достаточно близко
к максимуму (для нашего исследования экспандерного кода этого
приближения окажется вполне достаточно). Достаточно взять, на-

пример, 𝛼 = 𝐶(𝜀)𝑞
log(3/𝑞) (для некоторого достаточно малого коэффици-

ента 𝐶 = 𝐶(𝜀)). Прямая подстановка показывает, что при данном 𝛼
и при 𝐷 = 1

𝜀 log(3/𝑞) оба нужные нам неравенства выполняются. В
самом деле, при выбранном 𝐷 неравенство 𝜀𝐷 > 1 очевидно. Чтобы
убедиться, что и второе неравенство верное, его удобно прологариф-
мировать (по основанию 2). При выбранных 𝛼 и 𝐷 получаем

log
(︀
𝑒
⧸︀ 𝐶(𝜀)𝑞
log(3/𝑞)

)︀
+ 1

𝜀 log(3/𝑞) log 𝑒 + log (𝐶(𝜀)/𝜀) · log(3/𝑞) < −1,

что можно переписать в виде

log (𝑒/𝐶(𝜀)) + log 1
𝑞 + log log 3

𝑞 + log 3
𝑞

(︀
1
𝜀 log 𝑒 + log 𝐶(𝜀)

𝜀

)︀
< −1.

После сделанных преобразований видно, что нужное нам неравен-
ство выполнено при достаточно малом 𝐶(𝜀) (для всех 𝑞 < 1).

Для дальнейшего нам нужно запомнить только асимптотику по-
лученного ответа: при фиксированном 𝜀 существует экспандер с па-
раметром расширения 𝛼 = 𝑂(𝑞/ log 1

𝑞 ).
Таким образом, мы выразили достижимое кодовое расстояние

через 𝑞: для произвольного 𝑞 > 0 можно построить экспандерный
код со скоростью не менее (1 − 𝑞), исправляющий долю ошибок
𝛿(𝑞) = Ω(𝑞/ log 1

𝑞 ). Полезно переписать это соотношение, выразив
наоборот 𝑞 через 𝛿. Получается, что мы можем исправлять долю
ошибок 𝛿 с помощью кода, скорость которого меньше (1 − 𝑞), где
𝑞(𝛿) = 𝑂(𝛿 log 1

𝛿 ).
Сравним полученную оценку на скорость экспандерного кода с

оценкой Хэмминга. Напомним границу Хэмминга: всякий двоичный
код, который позволяет исправлять ошибки в доле позиций 𝛿, имеет
скорость не больше (1 −𝐻(𝛿)), где 𝐻(𝛿) = 𝛿 log 1

𝛿 + (1 − 𝛿) 1
1−𝛿 . При
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𝛿 → 0 мы имеем 𝐻(𝛿) = 𝛿 log 1
𝛿 + 𝑂(𝛿). Таким образом, для малых

𝛿 экспандерный код требует не более чем в константу раз большей
потери скорости по сравнению с (теоретически возможными) опти-
мальными кодами. Отметим, что экспандерные коды дают один из
лучших известных компромиссов между скоростью кода, кодовым
расстоянием и быстротой декодирования.

30 Сложность декодирования

В предыдущем разделе был указан полиномиальный алгоритм деко-
дирования для линейных кодов специального вида (LDPC). Возни-
кает вопрос: а возможен ли полиномиальный алгоритм декодирова-
ния (работающий полиномиальное время от длины кодового слова)
для произвольных линейных кодов? (Мы ограничиваемся линейны-
ми кодами, так как в общем случае уже задание кода как множества
кодовых слов имеет экспоненциальный размер.)

В наиболее естественной постановке этот вопрос остаётся откры-
тым, но имеется следующий частичный отрицательный результат:
задача о нахождении ближайшего кодового слова является NP-трудной.
(В этом разделе мы предполагаем знакомство читателя с начальны-
ми сведениями о классе NP.)

Множество кодовых слов линейного кода над полем из двух эле-
ментов (подпространство в B𝑛) можно задавать как базисом в нём,
так и уравнениями, выделяющими его из всего пространства, и от
одного задания можно перейти к другому за полиномиальное время
(метод Гаусса). Поэтому, говоря о подпространстве, можно не уточ-
нять, каким из двух способов оно задано.

Рассмотрим такую задачу:
Даны: 𝑛-битовое слово 𝑋 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑛, подпространство 𝐿 ⊂ B𝑛

и число 𝑘.
Надо: узнать, можно ли так изменить не более 𝑘 битов в

слове 𝑋, чтобы оно после этого попало в 𝐿.
Эта задача очевидно принадлежит классу NP: если ответ поло-

жительный, то для доказательства этого достаточно указать изме-
няемые биты.

Теорема. Эта задача является NP-полной.
Из этой теоремы (её доказали Берлекэмп, МакЭлиес и ван Тил-

борг в 1978 году, вскоре после появления понятия NP-полноты) сле-
дует, что и более общая задача нахождения ближайшего элемента



30. 81

подпространства (кодового слова) является NP-трудной и вряд ли
можно ожидать появления полиномиального алгоритма, её решаю-
щего. (Впрочем, как мы уже говорили, с точки зрения теории коди-
рования это мало что значит: нас интересуют не все подпростран-
ства, а только с достаточно большим расстоянием между точками,
и декодировать мы хотим лишь слова, близкие к одной из точек.)

Для доказательства заметим, что к этой задаче сводится зада-

ча о максимальном разрезе (MAX-CUT): разбить вершины данного
графа на два класса, чтобы число рёбер между вершинами разных
классов было максимально. Точнее, поскольку мы говорим о зада-
чах разрешения, надо сказать так: дан граф и число 𝑚; выяснить,
можно ли разбить вершины графа на два класса так, чтобы рёбер

с концами из разных классов было не меньше 𝑚.

Сведение совсем простое. Сопоставим графу такой код: биты ко-
дового слова сопоставляются рёбрам графа; всякой раскраске вер-
шин графа в два цвета (одни вершины красятся в чёрный цвет,
другие—в белый) соответствует такое кодовое слово: пишем единицы
на тех рёбрах, концы которых покрашены в разные цвета, и нули на
рёбрах с одноцветными концами. Нетрудно проверить, что получил-
ся линейный код. При этом наибольший разрез в графе соответству-
ет кодовому слову, которое ближе всего к слову из одних единиц.
(Более формально, разрез с 𝑚 или более разноцветными рёбрами
существует тогда и только тогда, когда в слове из одних единиц
можно изменить не более 𝐸−𝑚 битов, получив кодовое слово; здесь
𝐸—число рёбер графа.)

Остаётся установить, что задача MAX-CUT (в описанном вариан-
те с ответом «да/нет») является NP-полной. Покажем, как к ней све-
сти задачу 3-SAT (стандартную при доказательствах NP-полноты;
SAT означает SATisfiablility, выполнимость).

В задаче 3-SAT требуется найти набор булевских значений 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
удовлетворяющий некоторым условиям. Каждое условие относится
к каким-то трём переменных и запрещает одну комбинацию их зна-
чений. Это обычно записывают в виде «дизъюнкта»: запрет ком-
бинации (к примеру) 𝑥5 = 1, 𝑥7 = 0, 𝑥11 = 1 записывается как
¬𝑥5 ∨ 𝑥7 ∨ ¬𝑥11. Задача в целом тогда становится конъюнкцией (ло-
гическим И) этих дизъюнктов. Будем предполагать NP-полноту этой
задачи известной.

В качестве леммы докажем NP-полноту частного случая этой за-
дачи, в котором запрещения должны быть симметричными: запре-
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щая какую-то тройку значений (скажем, 1, 0, 1), мы должны запре-
тить и противоположную тройку (0, 1, 0) для тех же переменных.
Если ввести обозначение NotAllEqual(𝑎, 𝑏, 𝑐), означающее, что не все
три бита 𝑎, 𝑏, 𝑐 одинаковы, то можно переформулировать этот част-
ный случай так: вместо дизъюнкций 𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑐 трёх литералов (пере-
менных или их отрицаний) мы пишем NotAllEqual(𝑎, 𝑏, 𝑐). При этом
запрещается не только случай, когда они все ложны (как в дизъ-
юнкции), но и случай, когда они все истинны. Этот частный случай
иногда называют NAESAT (Not All Equal SATisfiablity).

Лемма. Общая задача 3-SAT сводится к NAESAT.

Прежде всего заметим, что решения задачи NAESAT выдержива-
ют симметрию (замену всех значений на противоположные). Поэто-
му можно выбрать какую-то одну «спецпеременную» и наложить до-
полнительное условие: мы рассматриваем только наборы значений,
где спецпеременная ложна (равна нулю).

Заметим, что NotAllEqual(0, 𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∨ 𝑏, так что дизъюнкцию
двух (обычных) переменных 𝑢 и 𝑣 можно выразить как NotAllEqual(𝛼, 𝑢, 𝑣),
где 𝛼—спецпеременная. Условие 𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑐 (запрещение всем литера-
лам 𝑎, 𝑏, 𝑐 быть ложными) можно заменить двумя условиями 𝑎∨𝑏 = 𝑡
и 𝑡 ∨ 𝑐, где 𝑡—вспомогательная новая переменная (своя для каждой
дизъюнкции): новая система условий выполнима тогда и только то-
гда, когда выполнима старая. Остаётся выразить условие 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑡,
то есть запретить вариант 𝑎 = 1, 𝑡 = 0, вариант 𝑏 = 1, 𝑡 = 0 и ва-
риант 𝑎 = 0, 𝑏 = 0, 𝑡 = 1. Первые два соответствуют дизъюнкциям
¬𝑎 ∨ 𝑡 и ¬𝑏 ∨ 𝑡, в которых только две переменные (и это мы выра-
жать умеем). В последнем случае беды не будет, если мы запретим
и противоположный вариант 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑡 = 0 (он тоже не подходит
и уже запрещён), написав NotAllEqual(𝑎, 𝑏,¬𝑡). Лемма доказана.

Осталось свести задачу NAESAT к MAX-CUT. Для этого нам на-
до представить значения переменных как варианты разбиений вер-
шин графа. Для начала рассмотрим граф из двух групп по𝑁 вершин
и всех рёбер между группами. Максимальный разрез тут пересека-
ет все 𝑁2 рёбер. Любой другой разрез проигрывает ему по крайней
мере 𝑁 рёбер.

(Проще всего в этом убедиться с помощью такого трюка. Разрез—
это разделение всех вершин на «белые» и «чёрные», величина разреза—
это число рёбер с концами разных цветов. Рассмотрим произведение
(𝑎1 + . . . + 𝑎𝑁 )(𝑏1 + . . . + 𝑏𝑁 ), в котором все 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 равны ±1. Значе-
ния 𝑎𝑖 соответствуют цветам вершин в одной группе, значения 𝑏𝑖—в
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другой. При этом для 𝑎𝑖 знак «+» соответствует вершинам белого
цвета, а для 𝑏𝑖—наоборот. Раскрывая скобки, убеждаемся, что это
произведение равно числу разноцветных рёбер минус число одно-
цветных. Когда все 𝑎𝑖 и 𝑏𝑗 равны 1, это произведение максимально
и состоит из 𝑁2 членов 𝑎𝑖𝑏𝑗 , равных единице и соответствующих 𝑁2

рёбрам между долями. Замена единицы на минус единицу соответ-
ствует перекрашиванию вершины, при этом пропавшее ребро даёт
уменьшение суммы на 2. Поскольку все варианты, кроме 𝑎𝑖 = 𝑏𝑗 = 1
и 𝑎𝑖 = 𝑏𝑗 = −1, дают произведение не больше (𝑁 − 2)𝑁 , видно, что
пропадают по крайней мере 𝑁 рёбер.)

Теперь соединим 𝑛 копий такого графа. В этом графе есть 2𝑛

максимальных разрезов: в каждой группе надо разрезать все рёбра,
но какую из половин поместить по одну сторону разреза, а какую
по другую, можно выбирать. Выбор одного из таких разрезов есте-
ственно кодируется последовательностью из 𝑛 битов. Пока что все
2𝑛 вариантов разреза одинаково хороши (разрезают все рёбра).

. . .

𝑥1 𝑥2 𝑥𝑛

Это уже не так, если мы добавим дополнительные рёбра. Пусть,
скажем, добавлен треугольник, соединяющий три вершины из раз-
ных копий. Из них разрезаны либо 0 (если все три вершины тре-
угольника оказались с одной стороны разреза), либо 2 ребра. Таким
образом, такой треугольник даёт премию в +2 ребра, если не все вер-
шины с одной стороны (что как раз и соответствует соответствует
NotAllEqual для битов из кода разреза).

Таким образом, вопрос о выполнимости набора NAESAT-ограничений
сводится к вопросу о наличии разреза из 𝑁2 + 2𝑚 рёбер, где 𝑚—
количество ограничений. Надо только выбрать 𝑁 больше 3𝑚, чтобы
никакой выигрыш за счёт раз дополнительных рёбер не перевесил
проигрыш, если разрез не разделит группы в одной из копий. (На
самом деле достаточно потребовать 𝑁 > 𝑚, поскольку в каждом
треугольнике мы можем выиграть только один разрез, получив 3
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. . .

вместо 2.)

31 Локальное декодирование и корректи-

рование

Пусть дано некоторое множество 𝐶 кодовых слов длины 𝑛 над ал-
фавитом Σ из 𝑞 символов. Пусть также даны натуральное число 𝑟,
и действительные числа 𝛿 и 𝜀 < 1/2.

Код 𝐶 называется (𝑟, 𝛿, 𝜀)-локально корректируемым, если суще-
ствует вероятностный алгоритм, который, получив на вход любое
натуральное число 𝑖 от 1 до 𝑛 и имея в качестве оракула любое сло-
во 𝑦 на расстоянии не более 𝛿𝑛 от некоторого кодового слова 𝑦, задав
оракулу не более 𝑟 вопросов, находит 𝑖-ый символ 𝑦 с вероятностью
не менее 1 − 𝜀.

Пример. Рассмотрим следующий вариант кода Адамара: алфа-
вит бинарный, а кодовые слова являются таблицами всевозможных
линейных функций (без свободного члена) из B𝑘 в B. Этот код явля-
ется (2, 𝛿, 2𝛿)-локально корректируемым для любого 𝛿. В самом деле,
чтобы восстановить значение линейной функции 𝑓 в данной точке 𝑥,
имея ее испорченную таблицу 𝑓 , можно для случайно выбранного 𝑦
вычислить значение 𝑓(𝑥 + 𝑦) − 𝑓(𝑦) и выдать его в качестве резуль-

тата. C вероятностью не менее 1 − 2𝛿 оба значения 𝑓(𝑥 + 𝑦), 𝑓(𝑦) не
испорчены, поэтому выданное значение будет правильным. В самом
деле, каким бы ни было 𝑥 оба вектора 𝑥 + 𝑦, 𝑦 распределены равно-
мерно среди всех векторов в B𝑘. Стало быть, для каждого из них
вероятность попасть в множество ошибок не превосходит 𝛿.

Пример.Напомним что в исходном варианте кода Адамара, при-
веденном в разделе 34, мы рассматривали таблицы линейных аф-
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финных функций (со свободным членом). Для таких функций про-
цедура коррекции немного более сложная — надо случайно выбирать
два вектора 𝑦, 𝑧 и выдавать 𝑓(𝑥+ 𝑦 + 𝑧)− 𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑧). Нетрудно убе-

диться, что если все три значения 𝑓(𝑥+𝑦+𝑧), 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑧) правильные,
то выданное значение совпадает с 𝑓(𝑥). Поэтому исходный вариант
кода Адамара является (3, 𝛿, 3𝛿)-локально корректируемым.

Для кодов, рассматриваемых как отображения 𝐹 из Σ𝑘 в Σ𝑛 (а
не просто как подмножества Σ𝑛) есть близкое понятие локальной

декодируемости. А именно, код называется (𝑟, 𝛿, 𝜀)-локально деко-
дируемым, если существует вероятностный алгоритм, который, для
любого сообщения 𝑥 из Σ𝑘, получив на вход любое натуральное чис-
ло от 1 до 𝑘 и имея в качестве оракула код 𝐹 (𝑥) этого сообщения,
испорченный не более, чем в 𝛿𝑛 позициях, находит 𝑖-ый символ со-
общения 𝑥 с вероятностью не менее 1 − 𝜀, задав оракулу не более 𝑟
вопросов.

Оба варианта кода Адамара являются также локально декодиру-
емыми (с теми же значениями параметров), поскольку в этом коде
любой символ сообщения является некоторым символом его кода.
Однако для кодов Рида-Соломона (например) это уже не так: сооб-
щениями там являлись коэффициенты многочленов, а сообщениями
— таблицы их значений. За исключением свободного члена много-
члена (являющегося значением многочлена в нуле), коэффициенты
многочлена не присутствуют среди его значений. Поэтому в общем
случае из локальной корректируемости не следует локальная деко-
дируемость (и тем более, в обратную сторону).

Однако для линейных кодов можно ограничиться рассмотрением
только локального корректирования. Точнее верно следующее.

Лемма. Если 𝐶 ⊂ Σ𝑛 — линейный (𝑟, 𝛿, 𝜀)-локально корректиру-
емый код размерности 𝑘, то существует (𝑟, 𝛿, 𝜀)-локально декодируе-
мый линейный код 𝐹 : Σ𝑘 → Σ𝑛 с множеством кодовых слов 𝐶.

Доказательство. Выберем произвольный базис 𝜉1, . . . , 𝜉𝑘 в мно-
жестве 𝐶. Выберем любое множество индексов 𝐼 ⊂ {1, . . . , 𝑛} мощ-
ности 𝑘, для которого сужения векторов 𝜉1, . . . , 𝜉𝑘 на 𝐼 линейно неза-
висимы. (Для этого в матрице, составленной из координат, векторов
𝜉1, . . . , 𝜉𝑘 надо выбрать любой ненулевой минор порядка 𝑘.) Рассмот-
рим отображение 𝐺 из 𝐶 в Σ𝑘, которое сопоставляет кодовому слову
его сужение на 𝐼. Это отображение линейно и его образ покрывает
все Σ𝑘. Поскольку 𝑘 — это размерность 𝐶, это отображение является
изоморфизмом линейных пространств и в качестве 𝐹 можно взять
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обратное отображение.

Как связано локальное корректирование и исправление ошибок?
Если код является (𝑟, 𝛿, 𝜀)-локально корректируемым, то он позво-
ляет исправлять 𝛿𝑛 ошибок. В самом деле, для восстановления ко-
дового слова 𝑦 по любому слову 𝑦 в шаре радиуса 𝛿𝑛 годится сле-
дующий детерминированный алгоритм. Этот алгоритм по каждому
𝑖 = 1, . . . , 𝑛 безошибочно находит 𝑖-ый символ 𝑦: для всех 𝑎 ∈ Σ вы-
числяем вероятность того, что алгоритм локальной корректировки
на входе 𝑖 с оракулом 𝑦 выдаст 𝑎, затем выдаем тот единственный
символ 𝑎, для которого эта вероятность не меньше 1 − 𝜀 (напомним,
что мы предполагаем, что 𝜀 < 1/2).

В качестве 𝜀 нас в первую очередь интересовать небольшие кон-
станты. Заметим, что 𝜀 можно уменьшать за счет повторения алго-
ритма корректировки и проведения голосования. Другими словами
для любых констант 0 < 𝜀′ < 𝜀 < 1/2 любой (𝑟, 𝛿, 𝜀)-локально кор-
ректируемый код является также (𝑂(𝑟), 𝛿, 𝜀′)-локально корректируе-
мым. Константа в 𝑂(𝑟) зависит от 𝜀 и 𝜀′. Увеличение параметра ло-
кальности в константу раз не будет нас беспокоить. Поэтому на зна-
чение 𝜀 мы особого внимания обращать не будем. Без большого огра-
ничения общности можно рассматривать только (𝑟, 𝛿, 1/3)-локально
корректируемые коды. Как мы уже заметили, если код (𝑟, 𝛿, 1/3)-
локально корректируем, то он исправляет 𝛿𝑛 ошибок. Для 𝑟 = 𝑛
этого очевидно и достаточно. Однако для 𝑟 существенно меньших 𝑛
(а именно такие значения 𝑟 и интересны) этого недостаточно. На-
пример, код Рида-Соломона размерности 𝑘 = 𝑛/2 позволяет исправ-
лять примерно 𝑛/4 ошибок, однако не является даже (𝑘−1, 𝑛/5, 1/3)-
локально корректируемым. [Правда ли это?]

Таким образом, вместо параметра “доля исправляемых ошибок”
𝑒/𝑛 у нас появился новый бесконечномерный параметр: доля исправ-
ляемых ошибок 𝛿, как функция от 𝑟 (при условии разрешения кон-
стантной вероятности ошибки), равная наименьшему 𝛿, для которого
код является (𝑟, 𝛿, 1/3)-локально корректируемым.

Мы уже имели видели, что код Адамара является (𝑟, 𝛿, 𝜀)-локально
корректируемым для некоторых постоянных 𝑟 и 0 < 𝛿 < 𝜀 < 1/2.
Напомним, что код Адамара является частным случаем кодов Рида-
Маллера. Точнее, код Рида-Маллера с параметрами 𝑚, 𝑞, 𝑑 и состоит
из таблиц значений многочленов от 𝑚 переменных степени не выше
𝑑 во всех 𝑞𝑚 точках поля из 𝑞 элементов. Как следует из следующей
теоремы, если 𝑑 мало по сравнению с 𝑞 или𝑚 > 1, код Рида–Маллера
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локально корректируем с небольшим значением 𝑟. Точнее, выполне-
но следующее.

Теорема 1. Для любых 𝑑 6 𝑞 − 2 код Рида–Маллера с парамет-
рами 𝑚, 𝑞, 𝑑 является (𝑑 + 1, 𝛿, 𝛿(𝑑 + 1))-локально корректируемым
(для любого 𝛿).

Доказательство. Нам нужно восстановить значение неизвест-
ного многочлена 𝑃 степени менее 𝑑 в данной точке 𝑎, спросив не
более 𝑑 его значений. При этом в таблице значений многочлена, дан-
ной нам в качестве оракула, могут быть ошибки, но доля ошибок
не превосходит 𝛿. Для этого проведем через точку 𝑎 прямую в слу-
чайно выбранном направлении 𝑣 и спросим значение многочлена в
𝑑+ 1 случайно выбранных различных точках 𝑥0, . . . , 𝑥𝑑 на этой пря-
мой. Сужение многочлена на прямую 𝑎 + 𝜆𝑣 является многочленом
степени не выше 𝑑 от 𝜆 и может быть восстановлено по своим значе-
ниям в точках 𝑥0, . . . , 𝑥𝑑. Поэтому, если все 𝑑+1 значений оказались
неиспорченными, мы сможем восстановить этот многочлен, а затем
выдать его значение в нуле — это и будет искомое значение 𝑃 в точке
𝑎. Каждая из точек 𝑥0, . . . , 𝑥𝑑 равномерно распределена среди всех
𝑞𝑚 точек. Поэтому вероятность того, что 𝑥𝑖 попадет в множество
ошибок, не превосходит 𝛿 для любого 𝑖. Следовательно, вероятность
ошибки не больше 𝛿(𝑑 + 1).

В этом рассуждении имеется небольшая неточность. На самом
деле, точки 𝑥0, . . . , 𝑥𝑑 не являются равномерно распределенными.
Каждая из них принимает значение 𝑎 с немножко большей (при
𝑚 > 1) вероятностью, чем все остальные, — а именно, с вероятностью
1/𝑞. Поэтому в случае, если данная нам таблица значений содержит
ошибку в точке 𝑎, вероятность неправильного ответа будет немного
больше, чем 𝛿(𝑑+ 1). Разница между двумя вероятностями не суще-
ственна и с ней можно было бы смириться, сделав соответствующее
изменение в формулировке теоремы. Но с другой стороны, рассуж-
дение несложно поправить, доказав теорему в той форме, в которой
она сформулирована. Это можно сделать двумя способами.

Первый способ. Выбирая точки 𝑥0, . . . , 𝑥𝑑, будем нарочно умень-
шать шансы точки 𝑎. А именно при выборе 𝑥0 будем выбирать точ-
ку 𝑎 с вероятностью ровно 1/𝑞𝑚 (а остальные точки — с равными
вероятностями). При выборе 𝑥1, будем выбирать 𝑎 с вероятностью
1/(𝑞𝑚 − 1) (если 𝑥0 ̸= 𝑎, в противном случае 𝑥1 выбирается с рав-
номерным распределением среди всех точек, отличных от 𝑎). При
таком выборе вероятность события 𝑥1 = 𝑎 есть произведение чисел
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1 − 1/𝑞𝑚 (вероятность события 𝑥0 ̸= 𝑎) и 1/(𝑞𝑚 − 1) (условная веро-
ятность события 𝑥1 = 𝑎 при условии 𝑥0 ̸= 𝑎), что как раз и равно
1/𝑞𝑚. Аналогичным способом надо выбирать все точки 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑.
В частности, если при выборе 𝑥𝑑 точка 𝑎 все еще свободна, то мы
выбираем 𝑎 с вероятностью 1/(𝑞𝑚 − 𝑑) а все оставшиеся точки, от-
личные от 𝑎, с равными вероятностями. Для того, чтобы это было
возможным, нужно, чтобы 𝑑 было строго меньше 𝑞 − 1 — иначе то-
чек не останется и невозможно будет выбирать точку 𝑎 с правильной
вероятностью.

Второй способ. В качестве 𝑑+ 1 точек 𝑥0, . . . , 𝑥𝑑 на прямой 𝑎+𝜆𝑣
будем брать точки, получающиеся если в качестве 𝜆 выбирать фик-
сированные ненулевые 𝑑+1 элементов поля. (Здесь мы тоже исполь-
зуем условие 𝑑 6 𝑞 − 2, иначе ненулевых элементов в поле может не
хватить.) Нетрудно понять, что при любом ненулевом 𝜆 случайная
величина 𝑎 + 𝜆𝑣 равномерно распределена, если 𝑣 выбирается слу-
чайным образом среди всех векторов, включая нулевой. Поэтому при
этом способе нужно не пренебрегать и вырожденной прямой, получа-
ющейся при нулевом векторе 𝑣. На вырожденной прямой процедура
восстановления значения многочлена в точке 𝑎 тривиальна — мы
просто выдаем значение таблицы в точке 𝑎. Наши оценки остаются
верными — мы считали, что выданное значение ошибочно, если хотя
бы одна из выбранных на прямой точек ошибочна.

Итак, код Рида-Маллера с параметрами 𝑚, 𝑞, 𝑑 является (𝑑 +
1, 𝜀/(𝑑 + 1), 𝜀)-локально корректируем, что дает значение функции
𝑟 → 𝛿 для этого кода в одной точке 𝑑 + 1. С помощь похожей проце-
дуры локального декодирования, можно оценить снизу ее значение
в любой точке в интервале от 𝑑 + 1 до 𝑞 − 1.

Теорема 2. Для любых 𝑑 6 𝑞−2 код Рида–Маллера с параметра-
ми 𝑚, 𝑞, 𝑑 является (𝑟, 𝛿, 2𝛿𝑟

𝑟−𝑑 )-локально корректируемым для любых
𝛿 и 𝑑 < 𝑟 < 𝑞.

Доказательство. Проведем любым из двух обсуждавшихся спо-
собов случайную прямую через точку 𝑎 и спросим значение много-
члена на этой прямой в 𝑟 различных точках. Затем выполним про-
цедуру восстановления многочлена степени 𝑑 по его значениям в 𝑟
точках, как при декодировании кода Рида-Соломона с длиной кодо-
вого слова 𝑟. Выдадим значение полученного многочлена в нуле. На-
помним, что процедура корректирования кода Рида–Соломона вы-
дает правильное значение, если количество ошибок 𝑒 в кодовом слове
Рида-Соломона удовлетворяет неравенству 2𝑒 < 𝑟 − 𝑑. Таким обра-
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зом, если был выдан неправильный ответ, то количество ошибочных
точек на прямой, которые нам попались, не меньше (𝑟 − 𝑑)/2. Каж-
дая из этих точек равномерно распределена. Поэтому среднее коли-
чество ошибочных значений среди 𝑟 спрошенных не больше 𝛿𝑟. По
неравенству Маркова вероятность того, что мы выдали неправиль-
ное значение, не больше

𝛿𝑟

(𝑟 − 𝑑)/2
=

2𝛿𝑟

𝑟 − 𝑑
.

Итак, код Рида-Маллера является (𝑟, 𝜀
2(1−𝑑/𝑟) , 𝜀)-локально кор-

ректируемым при всех 𝑑 < 𝑟 < 𝑞, а также (𝑑, 𝜀/𝑑, 𝜀)-локально кор-
ректируемым. При 𝑟 = 𝑑 + 1, 𝑑 + 2 вторая оценка сильнее первой, то
есть, 𝜀

𝑑+1 > 𝜀
2(1−𝑑/𝑟) . Однако, можно проверить, что уже при 𝑟 > 𝑑+3

верно обратное неравенство (если 𝑑 > 3), а значит вторая оценка не
следует из первой. Наибольшее количество 𝜀

2(1−𝑑/(𝑞−1)) исправляе-

мых ошибок получается при 𝑟 = 𝑞 − 1. Для 𝑚 = 2 это значение
𝑟 равно примерно корню из длины кодового слова. Если выбрать
𝑑 пропорциональным 𝑞, то есть 𝑑 = 𝛼𝑞, где 0 < 𝛼 < 1, то полу-
чим семейство кодов, локально корректирующих константную долю
ошибок (примерно (𝜀/2)(1 − 𝛼)) с константной скоростью передачи
(примерно 𝛼2/2).

Про коды Рида–Маллера этого семейства (при 𝑑 = 𝛼𝑞) известен
еще следующий любопытный результат: если немного уменьшить
долю ошибок в кодовом слове (примерно до 1/2 − 𝑑/𝑟), то можно
уменьшить вероятность ошибки при корректировании до 𝑂(1/𝑟). На-
пример, при 𝑑 = 𝛼𝑞 код Рида–Маллера является (𝑞 − 1, 1/2 − 𝛼 −
𝛽,𝑂(1/𝑞))-локально корректируемым при любом положительном 𝛽
(константа в 𝑂(1/𝑞) зависит от 𝛼 и 𝛽).

Это делается с помощью коррекции кривыми второго порядка,
что делает возможным вместо неравенства Маркова использовать
более сильное неравенство Чебышёва. Заметим, что с помощью по-
вторения для уменьшения вероятности ошибки такого достичь не
удастся — уменьшение вероятности ошибки с 1/3 до 1/𝑞 требует ко-
личества повторений, пропорционального log 𝑞. Поэтому повторять
придется алгоритм коррекции, спрашивающий значение кодового
слова всего в 𝑂(𝑞/ log 𝑞) = 𝑜(𝑞) позициях. А для таких маленьких
𝑟 локальная коррекция для кода Рида-Маллера с 𝑑 = 𝛼𝑞 невозмож-
на [а почему?].
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Теорема 3. Для любых 𝑟 6 𝑞 − 1 код Рида–Маллера является
(𝑟, 𝛿, 𝛿

𝑟(1/2−𝛿−𝑑/𝑟)2 )-локально корректируемым для всех 𝛿 < 1/2−𝑑/𝑟.

Доказательство. Пусть нам дана функция 𝑃 , отличающаяся
от таблицы значений многочлена 𝑃 не более, чем в доле 𝛿 позиций.
Нам нужно восстановить значение многочлена 𝑃 (𝑥) в данной точке
𝑎. Выбираем случайно вектора 𝑣1, 𝑣2 с равномерным распределением
среди всех векторов. Затем находим значения функции 𝑃 в 𝑟 точ-
ках вида 𝑎 + 𝑣1𝜆 + 𝑣2𝜆

2. Точнее, мы заранее фиксируем какие-то 𝑟
ненулевых элементов поля 𝜆1, . . . , 𝜆𝑟 и находим значения 𝑃 в соот-
ветствующих точках кривой 𝑎+𝑣1𝜆+𝑣2𝜆

2. Сужение многочлена 𝑃 на
эту кривую является многочленом степени меньше 2𝑑+1. Применим
процедуру восстановления многочлена такой степени и выдаем его
значение в точке 0. (Если 𝑣1 = 𝑣2 = 0, то все 𝑟 точек совпадают — в
этом случае мы просто выдаем 𝑃 (𝑎).) Если количество 𝑒 испорчен-
ных спрошенных значений удовлетворяет неравенству 2𝑒 < 𝑟−2𝑑, то
мы правильно восстановим сужение многочлена на кривую, а значит
выдадим правильное значение.

Таким образом, вероятность ошибки этого алгоритма восстанов-
ления не превосходит вероятности события 𝑒 > 𝑟/2 − 𝑑. Для оценки
вероятности этого события, применим неравенство Чебышёва. При
любом фиксированном ненулевом 𝜆 случайная величина 𝑎+𝑣1𝜆+𝑣2𝜆

2

имеет равномерное распределение. Поэтому среднее значение слу-
чайной величины 𝑒 равно 𝑟𝛿. Следовательно, вероятность события
𝑒 > 𝑟/2 − 𝑑 меньше дисперсии случайной величины 𝑒 деленной на
квадрат (𝑟/2 − 𝑑− 𝑟𝛿)2 отклонения случайной величины от ее сред-
него.

Оценим сверху дисперсию 𝑒. При разных ненулевых 𝜆1, 𝜆2 слу-
чайные величины 𝑎 + 𝑣1𝜆1 + 𝑣2𝜆

2
1 и 𝑎 + 𝑣1𝜆2 + 𝑣2𝜆

2
2 независимы. По-

этому случайная величина 𝑒 есть сумма попарно независимых слу-
чайных величин со значениями 0,1 (индикаторов ошибки в точках
на кривой). Следовательно дисперсия 𝑒 равна сумме дисперсий этих
случайных величин и не превосходит 𝑟, а вероятность ошибки не
больше

𝑟

(𝑟/2 − 𝑑− 𝑟𝛿)2
.
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32 Кратностные коды

Скорость кодов Рида-Маллера с параметрами 2, 𝑞, 𝑑 примерно равна
1
2

(︀
𝑑
𝑞

)︀2
, что не больше 1/2, поскольку 𝑑 < 𝑞. Если увеличить количе-

ство переменных, то скорость станет еще меньше. А если количество
переменных уменьшить до 1, то при 𝑟 малых по сравнению с длиной
кодовых слов локальная коррекция невозможна.

Существуют ли локально корректируемые коды со скоростью боль-
ше 1/2? Ответ на этот вопрос дают кратностные коды (multiplicity
codes). В своем простейшем варианте кратностные коды получают-
ся из кодов Рида-Маллера за счет добавления в таблицу значений
многочлена значений его частных производных.

Сначала рассмотрим, что произойдет, если эту операцию приме-
нить к кодам Рида–Соломона. Пусть зафиксировано нечетное число
𝑑, степень простого числа 𝑞 и некоторое 𝑛 6 𝑞. Рассмотрим алфавит,
состоящий из пар элементов поля F𝑞 (поля из 𝑞 элементов). В ка-
честве кодовых слов возьмем строки длины 𝑛 над этим алфавитом,
которые состоят из пар (значение многочлена 𝑃 (𝑥) в точке , значение
производной многочлена 𝑃 (𝑥) в точке 𝑎), где 𝑎 пробегает какие-то 𝑛
фиксированных элементов поля, а 𝑃 (𝑥) — произвольный многочлен
степени не больше 𝑑 одной переменной над полем. Каково кодовое
расстояние этого кода? Оно равно 𝑛− (𝑑− 1)/2, а не 𝑛− 𝑑, как для
кода Рида-Соломона с теми же параметрами. Действительно, если
значения двух многочленов 𝑃,𝑄 степени не выше 𝑑 от одной пере-
менной совпадают в (𝑑 + 1)/2 различных точках, а также значения
их производных в этих точках совпадают, то многочлены равны. В
самом деле, каждая точка 𝑎 из этих точек является нулём кратности
2 для разности 𝑃 − 𝑄, а значит 𝑃 − 𝑄 делится на (𝑥 − 𝑎)2. Поэто-
му 𝑃 − 𝑄 делится и на произведение всех сомножителей (𝑥 − 𝑎)2,
которых (𝑑 + 1)/2 штук. Степень этого произведения равна 𝑑 + 1,
а степень 𝑃 − 𝑄 не выше 𝑑. Получаем противоречие. Построенный
код называется разностным кодом с параметрами 1, 1, 𝑞, 𝑑. Числа 1,1
обозначают количество переменных и порядок производных.

Размерность построенного кода равна (𝑑 + 1)/2, поскольку ал-
фавит имеет мощность 𝑞2, а количество кодовых слов равно 𝑞𝑑+1.
Поэтому этот код находится на границе Синглтона. Такие же па-
раметры у кода Рида–Соломона для многочленов степени меньше
(𝑑 + 1)/2, только алфавит у последнего значительно меньше. Для
коррекции ошибок в этом коде приходится прочесть кодовое слово
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целиком, таким образом никаких преимуществ перед кодом Рида–
Соломона кратностный для многочленов одной переменной не даёт.
Однако ситуация меняется при переходе к двум переменным.

Частной производной по 𝑥 многочлена 𝑃 (𝑥, 𝑦) двух переменных
в точке 𝑎, 𝑏 называется коэффициент при 𝑧 многочлена 𝑃 (𝑎 + 𝑧, 𝑏).
Аналогично определяется частная производная по 𝑦. Как и в слу-
чае производных функций действительного переменного, мы будем
обозначать частные производные через 𝜕𝑃

𝜕𝑥 (𝑎, 𝑏), 𝜕𝑃
𝜕𝑦 (𝑎, 𝑏). Частные

производные являются многочленами от 𝑎, 𝑏, причем многочлен

𝑃 (𝑎 + 𝑥, 𝑏 + 𝑦) − 𝑃 (𝑎, 𝑏) − 𝑥
𝜕𝑃

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏) − 𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏)

не имеет мономов степени меньше 2 по 𝑥, 𝑦.
Пусть дано нечетное 𝑑 такое, что (𝑑 + 1)(𝑑 + 2)/2 кратно 3. Бу-

дем рассматривать многочлены 𝑃 (𝑥, 𝑦) степени не большей 𝑑 над
полем F𝑞. В качестве алфавита кода возьмём множество всех тро-
ек элементов этого поля. Кодовыми словом, соответствующим мно-
гочлену 𝑃 , является последовательность из 𝑞2 символом этого ал-
фавита, состоящая из значений 𝑃 вместе с его производными во
всех возможных точках: в позиции (𝑎, 𝑏) в таблице стоит тройка
(𝑃 (𝑎, 𝑏), 𝜕𝑃

𝜕𝑥 (𝑎, 𝑏), 𝜕𝑃
𝜕𝑦 (𝑎, 𝑏)). Этот код называется кратностным кодом

с параметрами 2, 1, 𝑞, 𝑑.
Количество кодовых слов кратностного кода равно 𝑞(𝑑+1)(𝑑+2)/2,

как и у кода Рида–Маллера. Но размерность 𝑘 за счет увеличения
алфавита стала втрое меньшей: 𝑘 = (𝑑 + 1)(𝑑 + 2)/6. Однако фокус
в том, что теперь мы можем рассматривать степени 𝑑, большие 𝑞.
Точнее, при 𝑑 = 2𝛼(𝑞 − 1) + 1, где 𝛼 < 1, кратностный код явля-
ется (2(𝑞 − 1), 𝜀

4(1−𝛼) , 𝜀)-локально корректируемым. А его скорость

передачи примерно равна 2𝛼2/3, что больше 1/2 для близких к 1
значений 𝛼.

Теорема 1. Кратностный код с параметрами 2, 1, 𝑞, 𝑑 является
(2𝑟, 𝛿, 4𝛿𝑟

𝑟−(𝑑−1)/2 )-локально корректируемым для любых 𝛿 и 𝑑/2 < 𝑟 <
𝑞.

Доказательство.Мы будем использовать процедуру коррекции
вдоль прямых. Проведем через точку 𝑤, в которой надо скорректи-
ровать значение многочлена 𝑃 и его производной, случайным обра-
зом невырожденную прямую 𝑤 + 𝑧𝑣. Затем применим первый спо-
соб (из доказательства теоремы 1 предыдущего раздела) выбора 𝑟
случайных точек на этой прямой. Сужение многочлена 𝑃 на пря-
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мую 𝑤 + 𝑧𝑣 является многочленом одной переменной 𝑧 степени не
выше 𝑑. Производная многочлена 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) в любой точке 𝑧 явля-
ется линейной комбинацией частных производных многочлена 𝑃 в
точке 𝑤 + 𝑧𝑣. Поэтому если два многочлена 𝑃,𝑄 имеют одинаковые
частные производные в точке 𝑤+ 𝑧𝑣, то и производные многочленов
𝑃 (𝑤+𝑧𝑣), 𝑄(𝑤+𝑧𝑣) совпадают в точке 𝑧. Это означает, что кодовые
слова, суженные на прямую 𝑤+ 𝑧𝑣, образуют кратностный код с па-
раметрами 1, 1, 𝑞, 𝑑. Следовательно, если количество ошибочных зна-
чений 𝑒 на прямой 𝑤+𝑧𝑣 удовлетворяет неравенству 2𝑒 < 𝑟−(𝑑−1)/2,
то мы можем восстановить многочлен 𝑃 (𝑤+ 𝑧𝑣), а значит и его зна-
чение и производную в точке 𝑧 = 0.

Как мы уже замечали, производная 𝑃 (𝑤+𝑧𝑣) в точке 0 является
линейной комбинацией частных производных 𝑃 в точке 𝑤. Коэффи-
циенты этой линейной комбинации равны координатам вектора 𝑣.
Поэтому если нам известны производные многочленов 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) и
𝑃 (𝑤+𝑧𝑣′) для линейно независимых 𝑣, 𝑣′, мы можем, решив систему
линейных уравнений, найти и обе частные производные 𝑃 в точке
𝑤.

Таким образом, коррекция заключается в следующем: выбираем
случайную пару линейно независимых векторов 𝑣, 𝑣′ так, чтобы 𝑣 и
𝑣′ были равномерно распределены среди всех ненулевых векторов.
Затем выбираем случайные 𝑟 точек на каждой из прямых 𝑤 + 𝑧𝑣,
𝑤 + 𝑧𝑣′. Каждая точка на любой из двух прямых будет равномер-
но распределена среди всех точек плоскости. Затем восстанавлива-
ем сужение неизвестного многочлена 𝑃 на обе прямые и находим
его значение и его частные производные в точке 𝑤. Ошибка будет
допущена, если на хотя бы одной из двух прямых имеется не менее
𝑟/2−(𝑑−1)/4 ошибочных значений. Поскольку математическое ожи-
дание общего количества ошибок на двух прямых не больше 2𝑟𝛿, ве-
роятность неправильной коррекции по неравенству Маркова не пре-
восходит 2𝑟𝛿/(𝑟/2 − (𝑑− 1)/4). Теорема доказана.

Мы рассмотрели только простейший случай кратностного кода.
В общем случае можно использовать многочлены от любого количе-
ства переменных и частные производные любого порядка. Сначала
поясним, что мы будем понимать под частной производной много-
члена над конечным полем.

Определение. Производной Хассе 𝑃 (𝑠,𝑡)(𝑏, 𝑐) многочлена 𝑃 (𝑥, 𝑦)
от двух переменных в точке (𝑏, 𝑐) называется коэффициент при 𝑥𝑡𝑦𝑠
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многочлена 𝑃 (𝑏 + 𝑥, 𝑐 + 𝑦). Иными словами,

𝑃 (𝑏 + 𝑥, 𝑐 + 𝑦) =
∑︁
𝑡,𝑠

𝑃 (𝑡,𝑠)(𝑏, 𝑐)𝑥𝑡𝑦𝑠.

Сумма 𝑠 + 𝑡 называется порядком производной 𝑃 (𝑠,𝑡)(𝑏, 𝑐). Анало-
гичным образом определяются производные Хассе многочленов от
любого числа переменных.

Отличие производной Хассе от обычной производной проявляет-
ся, например, для квадратичного многочлена 𝑥2: его вторая произ-
водная Хассе в нуле равна 1, а обычная вторая производная равна
нулю. Из определения следует, что 𝑃 (𝑖)(𝑏, 𝑐) есть многочлен от 𝑏, 𝑐.

В общем случае параметрами кратностного кода являются𝑚 (ко-
личество переменных), 𝑞 (мощность поля), 𝑑 (степень многочлена) и
𝑙 (верхняя граница на порядок производных). Мы ограничимся слу-
чаем 𝑚 = 2. В этом случае алфавит состоит из слов длины 𝑙(𝑙+ 1)/2
над алфавитом из 𝑞 букв (элементов поля). Длина кодовых слов рав-
на 𝑞2. Каждое кодовое слово задается многочленом 𝑃 степени не вы-
ше 𝑑 и состоит из таблицы значений производных порядка меньше 𝑙
многочлена 𝑃 во всех 𝑞2 точках. Один элемент таблицы состоит из
значений всех 𝑙(𝑙+ 1)/2 производных (среди них присутствует и зна-
чение самого многочлена) в некоторой точке. Этот код называется
кратностным кодом с параметрами 2, 𝑙 − 1, 𝑞, 𝑑.

В качестве 𝑙 мы будем брать достаточно большие константы, а
в качестве 𝑑 числа близкие к 𝑙𝑞. При больших 𝑙 размерность крат-
ностного кода примерно равна (𝑑/𝑙)2, а скорость передачи — (𝑑/𝑞𝑙)2.
Как мы убедимся, за счет включения производных, кратностный код
способен исправлять ошибки при 𝑑 близких к 𝑙𝑞. При таких 𝑑 и до-
статочно больших 𝑙 скорость передачи близка к 1.

Теорема 2. Пусть 𝑑 + 1 кратно 𝑙 и 𝑙 6 𝑞 + 1. При этом условии
кратностный код с параметрами 2, 𝑙−1, 𝑞, 𝑑 является (𝑟𝑙, 𝛿, 2𝑙𝛿

1−(𝑑−𝑙+1)/𝑟𝑙 )-

локально корректируемым для всех (𝑑− 𝑙 + 1)/𝑙 < 𝑟 < 𝑞.
Чтобы применить эту теорему, выберем достаточно большое по-

стоянное 𝑙 и рассмотрим кратностный код с параметрами 2, 𝑙−1, 𝑞, 𝑑 =
(𝑙−1)𝑞 для произвольного 𝑞. А в качестве 𝑟 выберем 𝑞−1. По теореме
2 кратностный код является (𝑙(𝑞 − 1), 𝛿, 2𝑙2𝛿)-локально корректируе-
мым и имеет скорость передачи

((𝑙 − 1)𝑞 + 1)((𝑙 − 1)𝑞 + 2)

𝑙(𝑙 + 1)𝑞2
≈ 1.
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Доказательство этой теоремы аналогично доказательству преды-
дущей теоремы. Для коррекции кодового слова, соответствующего
многочлену 𝑃 , в точке 𝑤 мы проводим через эту точку 𝑙 случайных
прямых 𝑤 + 𝑧𝑣 с непропорциональными ненулевыми 𝑣 и на каждой
из них выбираем 𝑟 случайных точек. Спрашиваем значение кодового
слова в этих 𝑟 точках и по полученной информации пытаемся вос-
становить многочлен 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣). Если многочлен 𝑃 будет правильно
восстановлен вдоль каждой из 𝑙 прямых, то мы сможем восстановить
значение всех его производных порядка меньше 𝑙 в точке 𝑤.

Докажем, что сужения двух разных кодовых слов на любую пря-
мую 𝑤 + 𝑧𝑣 совпадают не более, чем в (𝑑− 𝑙 + 1)/𝑙 точках. В самом
деле, допустим значения всех производных порядка меньше 𝑙 много-
членов 𝑃,𝑄 степени не выше 𝑑 совпадают в точке 𝑎. Тогда в точке
𝑎 совпадают все производные Хассе порядка меньше 𝑙 многочленов
𝑃 (𝑤 + 𝑣𝑧), 𝑄(𝑤 + 𝑣𝑧). Действительно, нетрудно убедиться, что 𝑖-ая
производная многочлена 𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) в точке 𝑎 есть линейная
комбинация производных многочлена 𝑃 порядка 𝑖 в точке 𝑤 + 𝑎𝑣:

𝑓(𝑎 + 𝑧) = 𝑃 (𝑤 + 𝑎𝑣 + 𝑧𝑣) =
∑︁
𝑠,𝑡

𝑃 (𝑠,𝑡)(𝑤 + 𝑎𝑣)(𝑣1)𝑠(𝑣2)𝑡𝑧𝑠+𝑡. (1)

Здесь 𝑣1, 𝑣2 обозначают координаты вектора 𝑣.
Отсюда следует, что многочлен 𝑃 (𝑤 + (𝑎+ 𝑧)𝑣)−𝑄(𝑤 + (𝑎+ 𝑧)𝑣)

делится на 𝑧𝑙, а значит многочлен 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) − 𝑄(𝑤 + 𝑧𝑣) делится
на (𝑧 − 𝑎)𝑙 (то есть, 𝑎 является его нулем кратности не менее 𝑙).
Поэтому, если все производные порядка меньше 𝑙 многочленов 𝑃,𝑄
совпадают в (𝑑+1)/𝑙 различных точках прямой 𝑤+𝑧𝑣, то многочлен
𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) −𝑄(𝑤 + 𝑧𝑣) делится на произведение (𝑑 + 1)/𝑙 различных
многочленов вида (𝑧 − 𝑎)𝑙. Поскольку степень этого многочлена не
выше 𝑑, а степень произведения равна 𝑑 + 1, многочлен 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) −
𝑄(𝑤 + 𝑧𝑣) равен нулю.

Итак, мы сможем правильно восстановить значение 𝑃 многочле-
на на прямой 𝑤 + 𝑧𝑣, если количество ошибок 𝑒 на этой прямой
удовлетворяет неравенству 2𝑒+ 1 6 𝑟− (𝑑− 𝑙 + 1)/𝑙. По неравенству
Маркова, вероятность того, что это будет не так, не выше

2𝑟𝛿

𝑟 − (𝑑− 𝑙 + 1)/𝑙
.

Для восстановления производных Хассе порядка меньше 𝑙 доста-
точно, чтобы это было выполнено для всех 𝑙 прямых. В самом де-
ле, из формулы (1) следует, что 𝑖-ая производная Хассе многочлена
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𝑓(𝑧) = 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) в точке 0 есть линейная комбинация производных
Хассе многочлена 𝑃 :

𝑓 (𝑖)(0) =
∑︁

𝑠+𝑡=𝑖

𝑃 (𝑠,𝑡)(𝑤)(𝑣1)𝑠(𝑣2)𝑡.

Эту формулу можно рассматривать, как линейное уравнение, неиз-
вестными в котором являются 𝑃 (𝑠,𝑡)(𝑤). Два таких уравнения, соот-
ветствующие двум векторам 𝑣, 𝑣′, линейно независимы, если 𝑣 и 𝑣′ не
пропорциональны. То же самое верно и для любой системы линей-
ных уравнений этого вида (возникает определитель Вандермонда).
Поэтому, по производным Хассе многочлена 𝑃 (𝑤 + 𝑧𝑣) порядка 𝑖 в
нуле для 𝑖 + 1 непропорциональных векторов 𝑣, мы можем найти
все производные порядка 𝑖 многочлена 𝑃 в точке 𝑤. Таким образом,
для нахождения всех производных порядка меньше 𝑙 нам достаточно
𝑙 прямых.

Восстановление значений многочлена и его производных будет
ошибочно только, если на хотя бы одной из 𝑙 прямых мы неправиль-
но восстановим многочлен. По формуле вероятности объединения,
вероятность такого события не выше

2𝑙𝑟𝛿

𝑟 − (𝑑− 𝑙 + 1)/𝑙
.
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