
В лаборатории 6
«Математические методы и модели в биоинформатике»

присутствуют две математические темы:

1) «Эффективная теория множеств»
(В. Кановей, В. Любецкий)

и
2) «Дискретная оптимизация»
(К. Горбунов, В. Любецкий).

Сегодня расскажем о 1-й теме на примере нашего
решения проблемы А. Тарского, поставленной Тарским
и остававшейся открытой с 1948 года до 2022 годa.
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Равенство = определение

содержит объекты принципиально разной природы:

множества и 

свойство = формула = предикат = строка = слово .

Проблема Тарского, как и многие другие, это – вопрос об 

отношении множеств  и  свойств = формул.

{ | ( )}X y y
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Тарский рассматривал структуру T :

T =
∞⋃
n=0

Tn



. . . . . .
−− n + 1-й уровень Tn+1 = P(Tn)

−− n-й уровень Tn

. . . . . .

−− 2-й уровень T2 = P(P(N)) = P(R)

−− 1-й уровень T1 = P(N) = R

−− 0-й уровень T0 = N

С этой структурой связаны формулы вида: все обычные связки и кван-
торы, cвои переменные для каждого уровня, отношения xn ∈ yn+1 меж-
ду соседними уровнями, и на 0-м уровне обычные формулы арифмети-
ки. Итак, имеется арифметика, позже итерация множества множеств.
Тарский рассматривает множества

D1
n = { x ∈ T1 = R : ∃ ϕ≤n ∀ j

(
j ∈ x ⇐⇒ ϕ≤n(j)

)
} $ R ,

где запись ϕ≤n означает, что в формуле ϕ все переменные в
кванторах только по уровням n′ ≤ n , т.е. i1, ..., ik ≤ n в
ϕ := Qz1 ∈ Ti1 . . .Qzk ∈ Tikψ(z1, ..., zk , j), где ψ бескванторная.
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Vassily
Выделение

Vassily
Выделение



Тарский указал формулу Φ≤n+1 , которая определяет D1
n . В Φ≤n , как и

во всех ϕ≤n , допускается любое число любых кванторов до уровня n .

Проблема (Тарский, 1948)

Для данного n ≥ 1, верно ли, что «D1
n определяется какой-то

формулой Φ≤n(x), т. е. ∀x ∈ R (x ∈ D1
n ⇐⇒ Φ≤n(x))»?

Утверждение в кавычках обозначим (∗)n.

Множество (или класс) M назовем моделью , если M |= ZFC (= вся
математика).

Тарский: в модели L |= «¬(∗)n, т.е. нет Φ≤n , определяющей D1
n».

Отсюда дилемма: во всякой модели M |= ¬(∗)n , или ∃M |= (∗)n»?

Проблема (переформулировка, Тарский, 1948)

Для данного n , верно ли (∗)n (т.е. D1
n определяется какой-то

формулой Φ≤n ) хоть в какой-то модели M ?
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Ординал определяется с помощью операций +1 и lim:

0, 1, 2, . . . , n, . . . ,N = ω0, . . . , ω1, . . . , ω2, . . . = On.

Во всех моделях множество натуральных чисел N = ω0 одинаково.

Гёдель определил структуру L :

· · · · · · · · ·
Lα = все X ⊆ L<α, L<α |= y ∈ X ⇐⇒ ϕ(y , γ1, . . . , γn︸ ︷︷ ︸

γi < α ; γi ,α∈On

) ,

где L<α =
⋃

γ<α Lγ , а ϕ – любая формула в языке
теории множеств с единственным отношением x ∈ y ;

· · · · · · · · ·
L0 = {∅} ;

L =
⋃

α Lα .
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Vassily
Выделение

Vassily
Записка
Какие бывают модели? Очень разные, но мы будем  использовать только модели определенного вида L[G], которые сейчас определим. Но сначала одно обобщение натуральных чисел -- ординалы. 



Пусть G ⊆ L, но G ̸∈ L. Такие G существуют !
Аналогично определяют структуру L[G ] :

· · · · · · · · ·
Lα[G ] = все X ⊆ L<α, L<α |= y ∈ X ⇐⇒ ϕ (y ,G , γ1, . . . , γn︸ ︷︷ ︸

γi < α

) ,

где L<α =
⋃

γ<α Lγ , а ϕ – любая формула в том же
языке теории множеств;

· · · · · · · · ·
Lβ[G ] : G ⊆ Lβ =⇒ G ∈ Lβ+1 (наименьшее такое β);

· · · · · · · · ·
L0[G ] = {∅};

L[G ] =
⋃

α Lα[G ].

Главное, что все L[G ] модели .
6 / 23

Vassily
Выделение

Vassily
Записка
рис. 1

Vassily
Записка
Ниже на слайде 9 мы это "докажем".



Суммируем результаты о которых шла речь.

Теорема (Гёдель)

∀G , L[G ] |= ZFC (= вся математика), т.е. все L[G ] – модели.

Теорема (Тарский)

∀n ≥ 1 ∃Φ≤n+1 «D1
n определяется формулой Φ≤n+1».

Теорема (Гёдель – Тарский)

∀n ≥ 1 ( L |= «D1
n не определяется никакой формулой Φ≤n»).

Теперь следует наша первая теорема:

Теорема 1 (Кановей – Любецкий, решение проблемы Тарского)

∀n ≥ 1 ∃G
(
L[G ] |= (∗)n, и даже «D1

n определяется формулой Φ≤ 1 »
)
.
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Рассматриваются частично упорядоченные множества P с
несравнимыми элементами и наименьшим элементом 0 (растут вверх).

Теорема 1 получена методом Коэна : если дано частично
упорядоченное множество P ∈ L (p, q, r ∈ P ), то определяется G :
p ≤ q ∈ G =⇒ p ∈ G , p, q ∈ G =⇒ ∃ r ∈ G (p, q ≤ r),
∀D ∈ L,D ⊆ P

[
∀p ∃q ∈ D(p ≤ q)︸ ︷︷ ︸

D плотное в P

=⇒ G ∩ D ̸= ∅
]
.

Важно, что запас таких D ограничен подмножествами в P , которые
принадлежат L!

Множество G назовём P -генерическим (над L ); или P -множеством
(над L ). Такие G существуют !

Отсюда определяется структура L[G ], которая называется
P -расширением L .
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Vassily
Записка
На слайде 9 это "докажем".



Наше доказательство теоремы 1: нашли
P0 ∈ L , взяли любое P0-множество F , нашли
P ∈ L, взяли любое P -множество G над L[F ], для
которых:

L[F ,GF ] |= (∗)n ,

для заданного n, где GF ∈ L[F ,G ] — проекция G

в L[F ,G ] .
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Vassily
Записка
над L

Vassily
Записка
рис. 2



Нами также рассмотрен вопрос,
который вряд ли даже возникал во время Тарского:
для любого наперёд заданного множества U ⊆ N

в некоторой структуре L[G ] выполняется:

L[G ] |= n ∈ U ⇐⇒ (∗)n , n ̸∈ U ⇐⇒ ¬(∗)n , ZFC .

Напомним: множество U называется алгоритмически
разрешимым, если существует алгоритм,
который на n ∈ U выдаёт 1 и на n ̸∈ U выдаёт 0.

Теорема 2 (Кановей – Любецкий)
Для любого разрешимого множества U , ∃G ,
L[G ] |= n ∈ U ⇐⇒ (∗)n, n ̸∈ U ⇐⇒ ¬(∗)n, ZFC.
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Набросок доказательства Теоремы 1.

Рассмотрим множество P0 всех f: N R частично-

определённых биекций f с конечной областью 

определения и естественным отношением порядка. 

Относительно P0 образуем P0-множество F и

структуру L[F]. Обозначим R+ = RÇL .

Тогда L[F]  F: N«R+ . 





Теорема 1 утверждает:

L[F,GF]  "xÎR ($j£n (x = {j|j£n(j)})  Ф£n(x)) .

Фактически мы доказали больше:

L[F,GF]  "xÎR ($j£n (x = {j|j£n(j)})  xÎR+) ,

где правая часть xÎR+ есть искомая формула Ф£1

c 2-мя EA-кванторaми (имеет более! чем требуемый вид).



Осталось проверить саму эквивалентность.

Справа налево.  Пусть XÎR+ и   X = {j| j£n(j)}.

Тогда x = F(k), где k ÎN; и по свойству (1)  

x = {j | $ Рjk –множество} , этот предикат, определяю-

щий x, опять по свойству (1) есть искомая формула j£n.

Vassily
Вычеркивание





Теорема (Коэн)

a Для всякого вещественного числа X в L[G ],
∃ (не единственное!) имя X ∈ L, для которого, ∀j ,(

L[G ] |= j ∈ X ) ⇐⇒ ∃p ∈ G (p L «j ∈ X»),

где L — отношение вынуждения, которое определяется
алгоритмически, вычислительно (трансфинитной индукцией)
в L для любого заданного ч-у множества P ∈ L .

b p, q ∈ P , p ≤ q , p L Ψ =⇒ q L Ψ.
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Продолжим доказательство Теоремы 1.

Берем имя X ∈ L из Леммы 1 и пункта a теоремы Коэна.

∀j ∈ N, множ-во Dj = {p ∈ P : p L «j ∈ X» или p L «j ̸∈ X»}
плотно в P и принадлежит L.

По свойству (2), D =
⋂

j Dj ∈ L также плотно в P .

По определению G , найдется p ∈ G ∩ D .

Тогда, по определению D , ∀j , p L «j ∈ X» или p L «j ̸∈ X».

Отсюда по пункту a теоремы Коэна

(L[G ] |= j ∈ X ) ⇐⇒ L |= (p L «j ∈ X»).

Правая часть определяет X ′ ∈ L, которое равнообъемно с X .
Итак, X ∈ R+ .
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   2.

    U; , 

  .

 n U  P(n) –  -  ,    -

 L[F,GF] , G(n) P(n), (*)n .  G(n) 

  .

  .  P = n U P (n)   -

  G* P .  n U (*)n  

L[F,G*F] , G*F = PR j F(k) G* ,   G*    n -

.   n U    L[F,G*F] -

(*)n ,     n  G* «   ». 

-      .



Оставшаяся часть доказательства Теоремы 1 состоит в 

определении , n³1. 

Это делается с помощью развитой нами комбинаторной 

техники для работы с функциями вида a  a, где a

ординал. И в частности, c вещественными числами 

w0  w0 .

Сейчас определим проще устроенное начало этой 

последовательности                                     .

,

( ) ( )jk
j k

P n P n 

,

(1) (1)jk
j k

P P P  



Ujk, j,k N =     « »  

1-  fjk : 1  1,     

   1  1; 

 Ujk  Ulk =  j l .   0 0.

 Sys    ;  

Sys<k –   ,       

<k (   ) .     



  U = Ujk.

U V (U  by V),  j,k (Ujk Vjk) .

  L  -  

  U( ), < 2,

 ,   . 

  

2  

  {t }   U .



 1  x = {<m,n> |

x},     .

 2  X R,  

  . 

 Ujk  U  1  1  1. 

   ,    

 X R. 

  Ujk   -  .

 {t },  t   U  2, –

  R =  3-     







   U( )   S( ) . 

 U( ) Ujk = Ujk( ). , 

Pjk = <S, H>,  S ( (                                 )   H ( Ujk)   

. 

  S  , . . S  

,  H –  .

Pjk Qjk Sp Sq, Hp Hq , f Hp s (Sq \ Sp) ( s f ). 

                       . 

1

{ : 1}) \s

,
jk

j k
P P



 G P– , G P,  Gjk –  G  

 jk.  Gjk Pjk   Pjk– ; 

Pjk (  -  Gjk)    <Sjk,Hjk>.

 S*jk =      1-  

    Gjk , S*jk  

[h =  -  h  ]

(**Sjk): h( Ujk) : 1 1 ({ 1 | h S*jk}

1).

  (A)-(B)  U( ),  

L[F,GF] j F(k ) Pjk -    Sjk (**Sjk). 

   (1)-(2)  L[F,GF] .



Содержание последующего

К доказательству Теоремы 1 при произвольном n ≥ 1.

К доказательству Теоремы 2.
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Теорема 1 при n > 1 на основе доказательства для n = 1

Пусть n > 1 произвольно.

В L , определяется ч-у множество P(n) =
∏

j ,k∈ω P jk(n) ∈ L ,

n = 1, 2, 3, . . . , подобное P из доказательства Теоремы 1 (при
n = 1), но с кардиналами ωn , ωn+1 вместо ω1 , ω2 .

Взяли любое P0 -множество F и любое P(n)-множество G над
L[F ], взяли проекцию GF =

∏
j∈F (k) Gjk(n) ∈ L[F ,G ], и тогда

L[F ,GF ] |= (∗)n .
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Падение T -уровня

Это важный элемент доказательства, на который мы сошлемся.

Вернемся к доказательству Теоремы 1 именно при n = 1 .

Ключевая конструкция, которая в L происходит на T -уровне 2 ,
в модели L[F ,GF ] опускается на T -уровень 1 .

Почему это так?
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 U = Ujk.   
  {U( )| 2} :

  k N : U( ,k) = «k-    U( )»  

U( ,<k) = «     k-    U( )».

, k N :

(A) L «{U( ,k)| 2}   2-   

k+3 »; [ ,  ..]

(B) L « D [ Sys<k ,   2-    

k+2    2-  ] 2
[U( ,<k) D    V D (U( ,<k) V]» .

:



  .- . { jk(n) L| j,k N},

n –    ,

                      L  P –

G P(n)  L[F],                               L[F,G]

 = L[F,GF] L[F,G]

 :

L[F,GF] 

(1) j,k N [j F(k)   jk– ],     

jk– … n(j),   c k , 

(2)                {pi P, … pi pi+1 … p, p P} .

jk
j k

P n P

F j F kG pr G
:



  .- . { jk(n) L| j,k N},

n –    ,

                      L  P –

G P(n)  L[F],                               L[F,G]

 = L[F,GF] L[F,G]

 :

L[F,GF] 

(1) j,k N [j F(k)   jk– ],     

jk– … n(j),   c k , 

(2)                {pi P, … pi pi+1 … p, p P} .

jk
j k

P n P

F j F kG pr G
:

  1  n=1



Падение T -уровня при смещении мощностей

Вернемся к доказательству Теоремы 1 при n = 1.

Ключевая конструкция, которая в L происходит на T -уровне 2, в
модели L[F ,GF ] падает на уровень 1 — т.е. усиливается.

Почему это так?

F : N ↔ R+ = R ∩ L — биекция. Она делает мощность ℵL
1 = |R+|

в модели L cчетной в L[F ].

Смещение мощностей: ℵL
n+1 → ℵL[F ]

n = ℵL[F ,GF ]
n .

Падение T -уровня: (Tn+1)
L → (Tn)

L[F ] и (Tn)
L[F ,GF ] .

В частности (n = 1), определимость уровня T2 в L падает до
определимости уровня T1 в L[F ,GF ].
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Теорема 2: ч-у множества

ℵξ = ωξ – ξ -й несчетный кардинал , ℵ0 = ω = N,
ℵξ = {α : α < ℵξ} — множество всех меньших ординалов.

C [n] = все 1-1 функции f : dom f → ℵn , dom f ⊆ ω конечно;
C [ω+1] = все 1-1 функции f : dom f → ℵω+1 , dom f ⊆ ω конечно.

Эти ч-у множества подобны множеству P0 из доказательства
Теоремы 1, они определяются в L .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Также в L , вводятся ч-у множества P[n] =
∏

j ,k∈ω P jk [n] ∈ L ,
n = 1, 2, 3, . . . , подобные множеству P из доказательства
Теоремы 1 при n = 1, но с кардиналом ℵω+n вместо ℵ1 = ω1 .

P[n] имеет T -уровень определимости ω+n+1 (вместо 2) в L .
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Теорема 2: модель

Берем ч-у множество Q = C [ω+1] ×
∏

n≥1 C [n] ×
∏

n≥1 P[n].

Q-генерическое расширение L имеет вид

L
[
F , F [1] , F [2] , . . . , G [1] , G [2] , . . .

]
, где (1)

биекция F : ω ↔ ℵω+1 , C [ω+1]-генерическая,

биекция F [n] : ω ↔ ℵn , C [n]-генерическая,

множество G [n] =
∏

j ,k∈ω Gjk [n] , P[n]-генерическoe,

каждое Gjk [n] , j , k ∈ ω , P jk [n]-генерическoe.

проекция G [n]F [n] =
∏

j∈F [n](k) Gjk [n] , n = 1, 2, 3, . . . .

Лемма 3

Teорема 2 верна в модели M = L
[
F ,

〈
F [n]

〉
n ∈ U

,
〈
G [n]F [n]

〉
n ∈ U

]
(подмодель модели (1)), где U ⊆ ω — множество Теоремы 2.
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Теорема 2: доказательство

Пусть n ∈ U ; требуется доказать что M |= (∗)n .

Смещение мощностей: ℵL
ω+n+1 → ℵL[ F ]

n = ℵM
n , т.к. F : ω ↔ ℵω+1 .

Падение T -уровня: (Tω+n+1)
L → (Tn)

L[ F ] и (Tn)
M .

Отсюда вспомогательная модель Mn = L
[
F , F [n] , G [n]F [n]

]
|= (∗)n .

Oказывается, что добавление любого множества из разных F [m] и

G [n] , m ̸= n , к Mn не влияет на истинность (∗)n , так что M |= (∗)n .

Для G [m] , m > n , это следует из того, что в любом множестве P[m],
m > n , возрастающие цепи длины ≤ ℵω+n мажорируются, а потому
G [m] не дает новых подмножеств ℵω+n и новых элементов Tn .

Для G [m] , m < n , и всех F [m] , это следует из того, что множества
P[m], m < n , и все C [m], имеют мощность ≤ ℵω+n .
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Теорема 2: доказательство, окончание

Пусть n ̸∈ U ; требуется доказать что M |= ¬(∗)n .

Аналогично предыдущему, но берем Mn := L[F ],
где (∗)n ложна, как и в L ,
поскольку ч-у множество C [ω+1], для которого F является
генерической функцией, однородно , а потому не порождает
новых определимых вещественных чисел.

Однородность означает, что любые два верхних конуса
порядково изоморфны.
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