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Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìà-
òèêè. Íàïðèìåð, â àëãåáðå ïðè èçó÷åíèè áàçèñîâ è íîðìàëüíûõ ôîðì, â àëãåáðàè-
÷åñêîé òîïîëîãèè, â ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå. Ðÿä ïðîáëåì, îòíîñÿùèõñÿ ê êîìáè-
íàòîðèêå ñëîâ íàõîäèòñÿ íà ñòûêå àëãåáðû è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìíîãèå
ïðîáëåìû êîìáèíàòîðèêè ñëîâ ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

1 Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ è ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà

Ìåòîäû ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â èçó÷åíèè êîìáèíà-
òîðíûõ ñâîéñòâ ñëîâ, çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü
M � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U ⊂ M � åãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî,
f : M → M � ãîìåîìîðôèçì êîìïàêòà â ñåáÿ è x ∈ M � íà÷àëüíàÿ òî÷êà. Ïî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ñëîâî W íàä áèíàðíûì
àëôàâèòîì:

wn =

{
a, f (n)(x0) ∈ U
b, f (n)(x0) ̸∈ U

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ýâîëþöèåé òî÷êè x0. Ñèìâîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà èññëåäóåò âçàè-
ìîñâÿçü ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (M, f) è êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ ñëîâà Wn.
Äëÿ ñëîâ íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì èç áîëüøåãî ÷èñëà ñèìâîëîâ íóæíî ðàññìîòðåòü
íåñêîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ: U1, . . . , Un.

Ïîä ïðÿìîé çàäà÷åé ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè ïîíèìàåòñÿ èçó÷åíèå êîìáèíàòîð-
íûõ ñâîéñòâ ñëîâ, ïîðîæäåííûõ äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, îáðàòíàÿ çàäà÷à
ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè èçó÷àåò ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òî åñòü ñâîéñòâà
êîìïàêòà M è ïðåîáðàçîâàíèÿ f ïî êîìáèíàòîðíûì ñâîéñòâàì ñëîâà W .

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñëîâî W ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíî, òî ïîëó÷åííàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà ìèíèìàëüíà, òî åñòü íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ çàìêíóòûõ èíâàðè-
àíòíûõ òðàåêòîðèé. Ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè èíâàðèàíòíîé ìåðû ïåðåâîäèòñÿ íà
êîìáèíàòîðíûé ÿçûê òàê. Ïóñòü u åñòü ïîäñëîâî ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíîãî ñâåðõ-
ñëîâà W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäñëîâà u @ W âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïëîò-
íîñòè, ñ êîòîðûìè îíî âñòðå÷àåòñÿ â ñëîâå W ñîâïàäàþò. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
èíâàðèàíòíàÿ ìåðà åäèíñòâåííàÿ.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êîìáèíàòîðíûå óñëîâèÿ íà òî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì òîðà, â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðàññîãëàñîâàíèÿ. (Â ÷àñòíîñòè, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ó íåå äèñêðåòíûé ñïåêòð). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàññîãëàñîâàíèÿ ρ(U, V )
êàê âåðõíþþ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ïîçèöèé â ñëîâàõ U, V â êîòîðûõ ñòîÿò ðàçíûå
ñèìâîëû.

1.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà è èõ îáîáùåíèÿ

Äëÿ óòî÷íåíèÿ àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ êîìáèíà-
òîðíûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñëîâ î÷åíü âàæíà ìîäåëüíàÿ ñèòóàöèÿ, îò êîòîðîé
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ìîæíî îòòàëêèâàòüñÿ ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïðîáëåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñ
ïîñòðîåíèåì ñëîâ Øòóðìà î÷åíü âàæíà â êîìáèíàòîðèêå ñëîâ.

Çàäà÷è, ïðÿìûå è îáðàòíûå, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà îêðóæíîñòè
ïðèâîäÿò ê êëàññó ñëîâ, íàçûâàåìûõ ñëîâàìè Øòóðìà. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè T (n) <
n+ 1 ïðè íåêîòîðîì n, òî ñâåðõñëîâî W ïåðèîäè÷íî. Ñëîâà ñ ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé
ðîñòà T (n) = n+ 1 îáðàçóþò êëàññ òàê íàçûâàåìûõ ñëîâ Øòóðìà (Sturmian words),
äðóãîå íàçâàíèå � ñëîâà Áåòòè (Beaty words), êîòîðûå âïåðâûå áûëè óïîìÿíóòû â
ðàáîòå [124] Hedlund, Morse �Symbolic dynamics II. Sturmian trajectories�. Êëàññè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ ñëîâ Øòóðìà îïèñàíà â îáçîðàõ [97], [117]. Ïîñëåäíèå ïðîäâèæåíèÿ â
òåîðèè ñëîâØòóðìà îïèñàíû â îáçîðå [98] J.Berstel �Recent results in Sturmian words�.
À. Ò. Êîëîòîâ [29] ïðèøåë ê èçó÷åíèþ òàêèõ ñëîâ èç ÷èñòîé àëãåáðû.

Èçâåñòíà êëàññè÷åñêàÿ

Òåîðåìà 1.1 (Òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ([124],[120]).) ÏóñòüW � áåñêîíå÷íîå
ðåêóððåíòíîå ñëîâî íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì A = {a, b}. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ �ïî-
÷òè� ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñëîâî W ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà, òî åñòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ
äëèíû n ñëîâà W ðàâíî Tn(W ) = n+ 1 äëÿ ëþáîãî n ≥ 1.

2. Ñëîâî íå ïåðèîäè÷íî è ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì, òî åñòü äëÿ ëþáûõ äâóõ
ïîäñëîâ u, v ⊂ W îäèíàêîâîé äëèíû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||v|a − |u|a| ≤ 1,
ãäå |w|a îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé ñèìâîëà a â ñëîâî w.

3. Ñëîâî W = (wn) ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèì ñëîâîì ñ èððàöèîíàëüíûì α, ò.å. â
êà÷åñòâå M ìîæíî âçÿòü îêðóæíîñòü åäèíè÷íîé äëèíû, f áóäåò ïîâîðîòîì
íà α, |U | = α åñòü äóãà îêðóæíîñòè.

4. Ñëîâî W ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîâ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïóòåì ïîäñòàíîâêè âèäà akb →
b, ak+1b → a ëèáî ïîäñòàíîâêè âèäà bka → a, bk+1a → b.

Ïîêàçàòåëü k çàâèñèò îò øàãà. Åñëè ýòè ïîêàçàòåëè ki ïåðèîäè÷åñêè ïîâòî-
ðÿþòñÿ, òî α åñòü êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

5. Ñâåðõñëîâî W ð.ð. è èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ Ðîçè ñ îäíîé âõîäÿùåé
è îäíîé èñõîäÿùåé ðàçâèëêîé. 1

Ïîíÿòèå �ïî÷òè� èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë: èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó êëàññó íî íå ïðèíàäëåæàùèì äðóãîìó è âñå
òàêèå èñêëþ÷èòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïèñàíû. Íàïðèìåð, ïðè α ∈ Q ìåõàíè-
÷åñêèå ñëîâà íå ïðèíàäëåæàò ïåðâîìó êëàññó.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïóòåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåíèé ñëîâØòóðìà.
Âî-ïåðâûõ, ýòî ðàññìîòðåíèå ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ íàä ïðîèçâîëüíûì àëôàâè-

òîì, à òàêæå m-ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ. Ñáàëàíñèðîâàííûå íåïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà
íàä n-áóêâåííûì àëôàâèòîì èçó÷åíû â ðàáîòå [106] Graham �Covering the Positive
Integers by disjoints sets of the form {nα+β} : n = 1; 2; . . .�, à ïîçäíåå â ðàáîòå [107]. Â
ðàáîòàõ [91],[89] ïîëó÷åíà êîíñòðóêöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàþùåé ïðî-
èçâîëüíîå íåïåðèîäè÷åñêîå ñáàëàíñèðîâàííîå ñëîâî.

1Ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ áûëà ïîëó÷åíà â ïîñëåäóþùåì.
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Îïèñàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ ñâÿçàíî ñ ãèïîòåçîé Ôðåíêå-
ëÿ (Fraenkel's conjecture), óòâåðæäàþùåé, ÷òî âñå ñáàëàíñèðîâàííûå ïåðèîäè÷åñêèå
ñëîâà íàä àëôàâèòîì A = {a1, . . . , an} èç n ñèìâîëîâ èìåþò âèä

W = (Un)
∞,

ãäå Un çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíî:

Un = (Un−1anUn−1), U3 = a1a2a1a3a1a2a1.

Äëÿ òðåõ áóêâåííîãî àëôàâèòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Ð. Òàéäåìàíîì ([132, 133]).
Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ àëôàâèòîâ ñîñòîÿùèõ íå áîëåå ÷åì èç 7
ñèìâîëîâ.

Âî-âòîðûõ, îáîáùåíèå ñëîâ Øòóðìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ
ôóíêöèè ñëîæíîñòè èëè ôóíêöèè ðîñòà. Ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè TW (n) � ýòî êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäñëîâ äëèíû n ñëîâà W . Äëÿ ñëîâ Øòóðìà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòî-
øåíèå TW (n+ 1)− TW (n) = 1 äëÿ âñåõ n ≥ 1. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè
ñëîâ Øòóðìà ÿâëÿþòñÿ ñëîâà íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå TW (n + 1) − TW (n) = 1 äëÿ âñåõ n ≥ k, ãäå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå: T (n) = n+K, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n. Îïèñàíèå òàêèõ
ñëîâ â òåðìèíàõ ïîâîðîòà îêðóæíîñòè áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [90]. Äëÿ äâóáóêâåí-
íûõ àëôàâèòîâ îíè íîñÿò íàçâàíèå êâàçèøòóðìîâûõ ñëîâ. Ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà,
óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ limn→∞ T (n)/n = 1 èçó÷åíû â ðàáîòå [54] A.Aberkane
�Words whose complexity satis�es lim p(n)/n = 1�. Ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà, óäîâëåòâî-
ðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ limn→∞ T (n)/n = 1 èçó÷åíû â ðàáîòå [54].

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðàôû Ðîçè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðàçâèëîê. Èì îòâå÷àþò ñëîâà,
ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè èìååò àññèìïòîòèêó âèäà an + b. Ñëîâà ñ ôóíêöèåé
ñëîæíîñòè TW (n) = 2n+ 1 èçó÷åíû â ðàáîòàõ P.Arnoux, G.Rauzy ([56, 126]), ñ ôóíê-
öèåé ðîñòà TW (n) = 2n + 1 â ðàáîòå G.Rote [130]. Èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñëîâ ñ ëèíåé-
íûì ðîñòîì ÷èñëà ïîäñëîâ òàêæå ïðîèçâîäèëîñü øêîëîé V.Berth�e, S.Ferenczi è Luca
Q.Zamboni ([109], [96]). Ïðîäâèæåíèå â çàäà÷àõ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè äëÿ ñëîâ ñ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé ðîñòà ïîëó÷åíî â ðàáîòå [56] P. Arnoux, G.Rauzy �Representation
geometrique des suites the complexite 2n+ 1�. Â ýòîé ðàáîòå ïîñòðîåíà äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà äëÿ ñëîâ ñ ôóíêöèåé ðîñòà T (n) = 2n+1, îáëàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíûì êîì-
áèíàòîðíûì ñâîéñòâîì. Â ðàáîòå [130] G.Rote, �Sequences with subword complexity 2n�
â òåðìèíàõ ýâîëþöèè ãðàôîâ Ðîçè îïèñàíû ñëîâà ñ ôóíêöèåé ðîñòà 2n.

Â òðåòüèõ, îáîáùåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà ìîæíî ïîëó÷èòü íà ïóòè
ïîñòðîåíèÿ áîëåå îáùåé äèíàìèêè (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà ñâÿçàíû ñ òåîðèåé öåïíûõ äðîáåé. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîáûòèé â ýâîëþöèè ãðàôîâ Ðîçè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà îòâå÷àåò
âûáîðó íåïîëíûõ ÷àñòíûõ â ðàçëîæåíèþ óãëà ïîâîðîòà α â öåïíóþ äðîáü. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, îáîáùåíèå íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà ðàçâèëîê îçíà÷àåò îáîáùåíèå òåîðèè
öåïíûõ äðîáåé. Ïåðèîäè÷íîñòè ðàçëîæåíèè ÷èñëà α â öåïíóþ äðîáü îòâå÷àåò ïåðèî-
äè÷íîñòü ïîäñòàíîâî÷íûõ ñèñòåì, à ýâîëþöèè ñõåìû Ðîçè � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû. Òàê, çàìåíå a → ab, b → b ïðè α < 1/2 îòâå÷àåò âûðåçàíèå äóãè α,
ñëåäóþùåé ñðàçó ïîñëå îòìå÷åííîé äóãè ñ ïîñëåäóþùåé ïîäêëåéêîé. Ïðè ýòîì ìíî-
æåñòâî íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé íå ìåíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íûå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò
ïðè èíäóêöèè Ðîçè ïðè ïåðåêëàäûâàíèè îòðåçêîâ.
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Ïðè èññëåäîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î
íà÷àëüíîé òî÷êå. Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0 íàõîäèòñÿ â ñåðåäèíå îòìå÷åííîé äóãè èëè
â ïðîòèâîïîëîæíîé ïîçèöèè, òî ñëîâî W îêàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì. Âîçíèêàåò òàê-
æå âîïðîñ, êîãäà ïðàâàÿ ïîëîâèíà W ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ.
Åñëè æå ÷èñëî α åñòü êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, òî ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ
ïîëîæåíèÿõ x0 âîçíèêàþò Doll-ñèñòåìû. Èíòåðåñíî, ïðè êàêèõ?

Âñå ýòè âîïðîñû íàäî èìåòü â âèäó ïðè îáîáùåíèÿõ ñëîâ Øòóðìà (îñîáåííî íà
ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ).

1.2 Ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ

Ðàññìîòðåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ ñëîâ ó êîòîðûõ ãðàôû Ðîçè èìåþò áîëüøåå ÷èñëî ðàçâè-
ëîê (íî âñå æå èõ ÷èñëî êîíå÷íî), ò.å. ñëîâ ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñëîæíîñòè ïðèâîäèò
ê èçó÷åíèþ ñëîâ, ïîðîæäàåìûõ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
ïåðåêëàäûâàíèå k îòðåçêîâ ðåãóëÿðíî, òî åñòü òðàåêòîðèÿ ëþáîãî èç êîíöîâ îòðåç-
êà ïåðåêëàäûâàíèÿ íå ïîïàäàåò íà êîíåö äðóãîãî îòðåçêà, òî ñëîâî, ïîðîæäàåìîå
äàííûì ïåðåêëàäûâàíèåì, èìååò ôóíêöèþ ñëîæíîñòè T (n) = n(k − 1) + 1.

Ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ ò.å. êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîìåðíîãî
êîìïëåêñà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëóæàò îáîáùåíèåì âðàùåíèÿ. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
áûëè ââåäåíû Îñåëåäåöîì [40], ñëåäîâàâøèì èäåå Â. È. Àðíîëüäà [6], (ñì. òàêæå [28]).
Ðîçè [128] âïåðâûå ïîêàçàë, ÷òî ñâÿçü ìåæäó âðàùåíèÿìè êðóãà è ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè Øòóðìà îáîáùàåòñÿ åñëè ðàññìàòðèâàòü ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì (â òîé æå ðàáîòå) îí çàäàë âîïðîñ îïèñàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ
ïåðåêëàäûâàíèÿìè îòðåçêîâ.

Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñëîâ
Øòóðìà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿ k = 3 îòðåçêîâ, îïèñàíèå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [108], à ðàáîòå [110] áûëè èçó÷åíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, ïîðîæäàåìûõ ïåðåêëàäûâàíèåì 4-õ îòðåçêîâ. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü
ðàáîòû [55, 58, 59, 60]. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îòðåçêîâ òàêæå ïîëó÷åí ðÿä
èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå [109] ïîëó÷åí êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé íà ïî-
ðîæäàåìîñòü ñëîâ, ïîëó÷àåìûõ ñèììåòðè÷íûì ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ, òî åñòü
ïåðåêëàäûâàíèåì, ñâÿçàííûì ñ ïåðåñòàíîâêîé (1 → k, 2 → k − 1, . . . , k → 1).

Êîìáèíàòîðíûé êðèòåðèé (äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùåãîñÿ ðåãó-
ëÿðíûì) òîãî, ÷òî äàííîå ñâåðõñëîâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ â òåðìèíàõ
ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè îïèñàíî â ðàáîòå [94]. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî ñëåäóþùåå:

Òåîðåìà 1.2 Ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíîå ñëîâîW ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îò-
ðåçêîâ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî îáåñïå÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðà-
âèëüíîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðîçè è Ïîðîæäàåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì îò-
ðåçêîâ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî îáåñïå÷èâàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíîé îðèåíòèðîâàííîé ýâîëþöèåé ðàçìå÷åííûõ ãðàôîâ Ðî-
çè.

Â ðàáîòå [111] áûë íåçàâèñèìî ïîëó÷åí äðóãîé êðèòåðèé ïîðîæäàåìîñòè ñëîâ
ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ, äëÿ âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ: ïðè äî-
ïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: òðàåêòîðèÿ êàæäîé êîíöåâîé òî÷êè îòðåçêà ïåðåêëàäûâà-
íèÿ íå ïîïàäàåò íà êîíöåâóþ îòðåçêà ïåðåêëàäûâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ñàìà íà ñå-
áÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íå ñëîæíî âèäåòü, ñëîâà áóäóò èìåòü ôóíêöèþ ñëîæíîñòè
T (n) = (k − 1)n+ 1.
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à î ïåðåêëàäûâàíèè îòðåçêîâ âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè áèëüÿð-
äà â ìíîãîóãîëüíèêå, âñå óãëû êîòîðîãî ñóòü ðàöèîíàëüíûå êðàòíûå π. Â ýòîì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé çâåíüåâ áèëüÿðäíîé òðàåêòîðèè êîíå÷íî è ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü ïîëîæåíèÿ íà ñòîðîíàõ ìíîãîóãîëüíèêà. Ìíîæåñòâà ïàð (òî÷êà íà ñòîðîíå,
íàïðàâëåíèå) çàäàåò ñèñòåìó îòðåçêîâ, à ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó òàêîìó ñîñòîÿíèþ �
êóñî÷íî ëèíåéíîå èõ îòîáðàæåíèå. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà çàäàåò äëèíó ýòèõ îòðåçêîâ,
òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèå.

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 1.2 âîçíèêàþò âîïðîñû. Ïðåæäå âñåãî, âåðíî ëè, ÷òî åñëè ñëî-
âî ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ è îíî ðåêóððåíòíî, òî îíî ðàâíîìåðíî
ðåêóððåíòíî? Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî òèïîâ ñëîâ âîçíèêàþùèõ èç çàäàííîãî ïåðåêëàäû-
âàíèÿ îòðåçêîâ êîíå÷íî? Ò.å. âåðíî ëè ÷òî ÷èñëî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ýâîëþöèé
êîíå÷íî?

Òåîðèÿ ñëîâ Øòóðìà äîëæíà õîðîøî ñîîòíîñèòüñÿ ñ ïðîáëåìàìè ïåðåêëàäûâà-
íèÿ îòðåçêîâ. Íåêîòîðûå ôàêòû ïåðåíîñÿòñÿ, íî åñòü è ðàçëè÷èÿ. Íàïðèìåð, ñïåêòð
óæå íå îáÿçàòåëüíî îêàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì. S.Ferenci ïîñòàâèë çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ
ïðÿìîãî êîìáèíàòîðíîãî äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî åñëè äëèíû îòðåçêîâ èìåþò îáùåå
ïîëîæåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ìåðû íóëü), è ïåðåêëàäûâàíèå íå ñâîäèòñÿ ê ïåðåêëàäû-
âàíèþ ìåíüøåãî ÷èñëà îòðåçêîâ, òî ñïåêòð íå èìååò äèñêðåòíîé êîìïîíåíòû.

Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèþ (5) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòóðìà. Ñëó÷àéíîìó ïåðåêëþ-
÷åíèþ ðàçâèëîê â ãðàôå Ðîçè îòâå÷àåò Ãàóññîâà ìåðà íà îòðåçêå [0, 1] èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ x → {x−1}. Òåîðåìà 1.2 äàåò âîçìîæíîñòü àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ââîäèòü ìåðó íà ìíîæåñòâå ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêîâ. Îíà äîëæíà
ñîîòíîñèòüñÿ ñ ñèñòåìîé ïðåäñòàâèòåëåé Òåéõìþëëåðà.

Äàëåå. Òåîðèþ öåïíûõ äðîáåé ìîæíî ïåðåíîñèòü íà òåîðèþ ïåðåêëàäûâàíèèé
îòðåçêîâ, â ÷àñòíîñòè íàõîäèòü â òåðìèíàõ èíäóêöèè Ðîçè, ìîìåíòû íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ ê äàííîé òî÷êå.

Õîòåëîñü áû íàéòè èëè äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, ÷òî ñäâèã îêðóæíîñòè, óïðàâëÿ-
åìûé doll-ñèñòåìîé, ñâÿçàí ñ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ. Ñóùåñòâóþò ïðè-
ìåðû doll-ñèñòåì, ñâÿçàííîé ñ ïåðåêëàäûâàíèåì îòðåçêîâ è óïðàâëÿåìûõ âûñøåé
èððàöèîíàëüíîñòüþ. Ýòè ïðèìåðû ñëåäóåò èçó÷èòü (ñì. ðàçäåë 1.3).

Îíè ïðèâîäÿò ê èññëåäîâàíèè ôðàêòàëîâ â áèëüÿðäàõ ñ ðàöèîíàëüíûìè óãëàìè.
Îòìåòèì, ÷òî âíåøíèé áèëüÿðä äâîéñòâåíåí âíóòðåííåìó è ÷òî êîìïüþòåðíûå ýêñïå-
ðèìåíòû îáíàðóæèâàþò ôðàêòàëüíóþ êàðòèíó äëÿ ñëó÷àÿ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
Ñèòóàöèÿ îäíàêî, èññëåäîâàíà ïðè n = 3, 4, 6 (òðèâèàëüíûé ñëó÷àé), n = 5, 8, 10.

1.3 Ñõåìû Ðîçè è doll-ñèñòåìû

Ãðàôû Ðîçè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûì ÿçûêîì, íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûì
äëÿ çàäàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äðóãèì êîìáèíàòîðíûì ÿçûêîì ÿâëÿåòñÿ ÿçûê
ïîäñòàíîâîê. Ïîäñòàíîâî÷íûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû èíòåíñèâíî èññëåäîâàëèñü ðÿ-
äîì àâòîðîâ. Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê õàðàêòåðèçàöèè ñëîâ Øòóðìà ÷åðåç
ñâîéñòâî (4). ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòå-
ìû ïîäñòàíîâîê? Â ÷àñòíîñòè, íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé ïåðèîäè÷íîñòè ñèñòåìû ïîä-
ñòàíîâîê. Äëÿ ïîâîðîòà îêðóæíîñòè ïåðèîäè÷íîñòü ìîæåò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî äëÿ
ñëó÷àÿ ðàíãà 2, ò.å. äëÿ ïîäñòàíîâîê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðè-
öû êîòîðûõ åñòü êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Äëÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ â
îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíî ïîÿâëåíèå âûñøèõ èððàöèîíàëüíîñòåé.
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Â ýòîé ñâÿçè âàæíî óìåòü ïåðåâîäèòü ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè íà ÿçûê ãðàôîâ
Ðîçè. Ýòó âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.3 ([76]) Ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì èíâàðèàíò-
íîãî ñëîâà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè ïðè íåêîòîðîì ìîðôèçìå òîãäà
è òîëü êî òîãäà êîãäà ó íåãî åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ñõåìà Ðîçè.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò òåîðåìà Âåðøèêà-Ëèâøèöà î ïåðèîäè÷íîñòè äèàãðàìì
Áðàòåëëè äëÿ ìàðêîâñêèõ êîìïàêòîâ, ïîðîæäåííûõ ïîäñòàíîâî÷íûìè ñèñòåìàìè
[136, 137].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåðøèêà-Ëèâøèöà îñíîâàíî íà ÿâíîé êîíñòðóêöèè. Äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 ñëîæíåå è ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ íàì íå èçâåñòíà. Îíî èñ-
ïîëüçóåò òîíêèå ðåçóëüòàòàû Æ.Êàññèíÿ.

Òåîðåìà 1.3 âìåñòå ñ òåõíèêîé äîêàçàòåëüñòâà ïîçâîëèëà ðåøèòü ïðîáëåìû îá
àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîâåðêè ïåðèîäè÷íîñòè à òàêæå ðàâíîìåðíîé ðå-
êóððåíòíîñòè äëÿ HDOL-ñèñòåì. Ïðîáëåìà ïåðèîäè÷íîñòè áóëà ïîñòàâëåíà â 1980
ãîäó è áûëà íåçàâèñèìî ðåøåíà È.Ìèòðîôàíîâûì è Ô.Äþðàíäîì [74, 75, 73, 72]

1.4 Ôðàêòàëû Ðîçè

Íàïîìíèì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíîå ñëîâî ïîëó÷àåòñÿ èç ñäâèãà
òîðà. Èòàê, ïóñòü W ñâåðõñëîâî, ïîëó÷åííîå ñäâèãîì òîðà, T åñòü îïåðàòîð ñäâè-
ãà. Òîãäà ôóíêöèè ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæäó ñäâèãàìè W óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâàì.

1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni}∞i=1 òàêàÿ, ÷òî ρ(T (ni)(W ),W ) → 0.

2. Ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë (ni, nj); ni, nj →
∞ èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðè ýòîì èíòåðåñíî è âàæíî èññëåäîâàòü òàêèå ñëîâà, êîòîðûå êðîìå òîãî ÿâëÿ-
þòñÿ ìîðôè÷åñêèìè. Íàçîâåì ñîîòâåòñòâóþùóþ doll-ñèñòåìó doll-ñèñòåìîé åâêëè-
äîâà òèïà. Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî òîðà, ïî âñåé âèäèìîñòè, ìû ïîëó÷èì òåîðèþ ñëîâ
Øòóðìà. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñëîâî Ôèáîíà÷÷è. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó
ϕ : 0 → 001, 1 → 01. Ñëîâî Ôèáîíà÷÷è ïîëó÷àåòñÿ èç ñèìâîëà 0 êàê ϕ∞(0). Îíî
ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì Øòóðìà. Ñëîâî òðèáîíà÷÷è τ∞(0) = 01020100102010 ïîëó÷àåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè τ(0) = 01, τ(1) = 02, τ(2) = 0.

Â ðàáîòå [125] G.Rauzy ïîêàçàë, ÷òî åìó îòâå÷àåò âðàùåíèå 2-ìåðíîãî òîðà T2,
ðàçáèòîãî íà òðè ôðàêòàëüíûå îáëàñòè, èìåíóåìûìè ôðàêòàëàìè Ðîçè îòâå÷àþùèå
ñèìâîëàì 0, 1, 2. Òåîðèÿ ôðàêòàëîâ Ðîçè îáîáùàåòñÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ïîäñòàíî-
âîê Ïèçî.

Òåîðèÿ ôðàêòàëîâ Ðîçè äàåò äðóãèå îáðàçöû äëÿ èññëåäîâàíèÿ è îáîáùåíèé, ïî-
ìèìî òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòóðìà. Â ýòîé ñèòóàöèè èìååòñÿ î÷åíü êðàñèâîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àðèôìåòèêîé, òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è êîìáèíàòîðèêè.
Ïîäðîáíîñòè ñì. [122].

Áûëî áû èíòåðåñíî èññëåäîâàòü êàêèì òî÷êàì ôðàêòàëàì Ðîçè îòâå÷àþò êàêèå
ñâåðõñëîâà, â ÷àñòíîñòè êàêèå HDOL-ñèñòåìû.
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1.5 Óíèïîòåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òîðà

Îòìåòèì, ÷òî ÿçûê ãðàôîâ Ðîçè õîðîøî îïèñûâàåò îäíîìåðíûå ñèñòåìû. Íåîáõîäè-
ìû è äðóãèå ìîäåëè. Îáðàòíûå çàäà÷è ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè, ñâÿçàííûå ñ óíè-
ïîòåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì òîðà, èçó÷àëèñü â ðàáîòå [14]. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ñëîâà,
ïîëó÷àþòñÿ èç âçÿòèÿ äðîáíûõ ÷àñòåé ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñòàðøèì èððàöèîíàëüíûì
êîýôôèöèåíòîì â öåëûõ òî÷êàõ.

Ïóñòü P (n) � ìíîãî÷ëåí, êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè êîòîðîãî èððàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî. Ñëîâî w (w = (wn), n ∈ N) ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðâûõ
äâîè÷íûõ öèôð {P (n)} ò.å. wn = [2{P (n)}]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (k) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ïîäñëîâ äëèíû k ñëîâà w. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.4 Ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q(k), çàâèñÿùèé òîëüêî îò ñòåïåíè ìíîãî-
÷ëåíà P , òàêîé, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî T (k) = Q(k).

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû èññëåäîâàëèñü â ðàáîòå [57], [100]. Èññëåäîâàíèå áèëüÿðäà ñ
ïðîèçâîëüíûìè óãëàìè òàê æå ñîîòíîñèòñÿ ñ òåîðèåé ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ, êàê
ïîâîðîòû îêðóæíîñòè ñ óíèïîòåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè òîðà. Âîçíèêàåò âîïðîñ.
Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî ñëîâ ðàñòåò òî÷íî ïîëèíîìèàëüíî? Ïî âñåé âèäèìîñòè, îòâåò
îòðèöàòåëåí èáî íå êàæäûé áèëüÿðä ýðãîäè÷åí.

2 Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ è íîðìàëüíûå ôîðìû

Èññëåäîâàíèå êîìáèíàòîðíûõ è àññèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêèõ îáúåêòîâ
èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ. Ìîæíî âûäåëèòü ðàáîòû Ôîí Íåéìàíà, Äýÿ, Å. Ñ. Ãîëî-
äà è È. Ð. Øàôàðåâè÷à, Ì. Ãðîìîâà, Âîëüôà, Ôüþðñòåíáåðãà, Ñòîëèíãñà. Ôóíêöèè
ðîñòà ê.ï. ãðóïï ââåäåíû íåçàâèñèìî À. À. Øâàðöåì è Äæ. Ìèëíîðîì ïðè èññëå-
äîâàíèè íàêðûòèé ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ñ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé) ñì. [16],
[17], [18], [44], [114], [123]. Ñ ïîíÿòèåì êàíîíè÷åñêîé èëè íîðìàëüíîé ôîðìû òåñíî
ñâÿçàíî ïîíÿòèå ðîñòà, êîòîðîå èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ. Ñ êàæäîé àëãåáðîé ìîæíî
ñâÿçàòü ìîíîìèàëüíóþ àëãåáðó ñ òàêèì æå íîðìàëüíûì áàçèñîì [10].

Ôóíêöèÿ ðîñòà êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî, íî áåñêîíå÷íîãî îáúåêòà èçìåðÿåò íà-
ñêîëüêî îí îòëè÷àåòñÿ îò êîíå÷íîãî. Ôóíêöèè ðîñòà èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ â ðàç-
íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Èçâåñòåí êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ì.Ãðîìîâà, óòâåðæäà-
þùèé ÷òî ãðóïïà ñ ïîëèíîìèàëüíûì ðîñòîì åñòü ðàñøèðåíèå íèëüïîòåíòíîé ãðóï-
ïû ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé. Çíàìåíèòàÿ ïðîáëåìà Äæ.Ìèëíîðà óòâåðæäàåò íàëè÷èå
ãðóïï ïðîìåæóòî÷íîãî ðîñòà. Îíà áûëà ðåøåíà Ð. È. Ãðèãîð÷óêîì. Ôóíäàìåòàëü-
íîå ïîíÿòèå ãîëîíîìíîãî D-ìîäóëÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ôîð-
ìóëèðóåòñÿ íà ÿçûêå ôóíêöèè ðîñòà. Èçâåñòíàÿ êîíñòðóêöèÿ Ãîëîäà�Øàôàðåâè÷à
ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü íåíèëüïîòåíòíûå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå íèëü-êîëüöà îñíîâà-
íà íà àíàëèçå ðÿäîâ Ãèëüáåðòà. Â äàëüíåéøåì ïðîðûâ â ýòîé îáëàñòè áûë îñó-
ùåñòâëåí À. Ñìîêòóíîâè÷. Åñëè ôóíêöèÿ ðîñòà ïîëèíîìèàëüíà, òî ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè åñòü ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà. Òåîðåìà È. Áåðíøòåéíà óòâåðæäàåò,
÷òî ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà íåòðèâèàëüíîãî ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé Âåéëÿ
Wn = C[x1, . . . , xn, ∂1, . . . , ∂n] íå ìåíåå n, åñëè æå îíà ðàâíà n, òî òàêîé ìîäóëü íàçû-
âàåòñÿ ãîëîíîìíûì. Èçâåñòíî, ÷òî ðÿä Ãèëüáåðòà îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîé àëãåáðû
ðàöèîíàëåí ([11], [86]). Ôóíêöèÿì ðîñòà è ïðîáëåìàì ðàöèîíàëüíîñòè ïîñâÿùåíà îá-
øèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ. Ïîäðîáíûé îáçîð � ñì. Ê. È. Áàáåíêî [8]. Ôóíêöèè ðîñòà äëÿ
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ìîíîìèàëüíîãî ñëó÷àÿ à òàêæå â ñëîâàõ � ñì. [10]. Äëÿ áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ñëó-
÷àÿ àíàëîãîì ðÿäà Ãèëüáåðòà ÿâëÿþòñÿ ðÿäû êîðàçìåðíîñòè, ââåäåííûå À.Ðåãåâûì,
êîòîðûå ñåé÷àñ èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ.

Çàäàíèå ýëåìåíòà â àëãåáðå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ñëîâ, ïîýòîìó íàèáîëåå �÷èñòûìè� âîïðîñàìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê êîì-
áèíàòîðèêå ñëîâ. Ê êîìáèíàòîðèêå ñëîâ ñâîäèòñÿ èçó÷åíèå ðîñòà àëãåáð è ðÿäîâ
Ãèëüáåðòà. Ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ, âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè
âîïðîñîâ áåðíñàéäîâñêîãî òèïà, òàêèõ, êàê òåîðåìà Øèðøîâà î âûñîòå, òåîðåìà î
íåçàâèñèìîñòè, íèëüïîòåíòíîñòü ðàäèêàëà PI-àëãåáðû è ò.ï.

Ìîíîìèàëüíûå àëãåáðû � ýòî àëãåáðû, âñå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ êîòîðûõ
çàäàþòñÿ ñëîâàìè îò îáðàçóþùèõ. Èõ èññëåäîâàíèå èìååò ñâîåé öåëüþ âûÿâëåíèå
èäåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè êîëåö. Áëàãîäàðÿ ýòîìó
èññëåäîâàíèþ ñòàëà áîëåå ïîíÿòíîé ðîëü ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûõ ñëîâ è ñâÿçü
êîìáèíàòîðíîé òåîðèè êîëåö ñ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêîé.

Êîìáèíàòîðèêà ñëîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð, íå îáÿçà-
òåëüíî ìîíîìèàëüíûõ. Êîìáèíàòîðíûå ëåììû õîðîøî ðàáîòàþò ïðè èçó÷åíèè êàíî-
íè÷åñêèõ áàçèñîâ àëãåáð, íîðìàëüíîé ôîðìû åå ýëåìåíòîâ, ïðîáëåìàõ áåðíñàéäîâ-
ñêîãî òèïà.

3 Ãðàôû Ðîçè, Áàçèñû Ãðåáíåðà è êî-ðîñò

Îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì â ðàçëè÷íûõ èñ-
÷èñëåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ áàçèñ Ãðåáíåðà (ïðàâèëüíåå ãîâîðèòü áàçèñ Ãðåáíåðà-Øèðøîâà.
Áàçèñû Ãðåáíåðà àêòèâíî èññëåäóþòñÿ â ÷àñòíîñòè Ë. À. Áîêóòåì è åãî øêîëîé.
Íà îñíîâå âû÷èñëåíèÿ áàçèñîâ Ãðåáíåðà ðàáîòàþò ìíîãèå ïðîãðàììû êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû, èì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.

Ïóñòü A � àëãåáðà ñ îáðàçóþùèìè a1, . . . , as, I � èäåàë ñîîòíîøåíèé àëãåáðû
A. Ïîðÿäîê íà îáðàçóþùèõ èíäóöèðóåò ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ìîíîìîâ (ñïåðâà ïî
äëèíå, ïîòîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè). Íàáîð ýëåìåíòîâ f1, . . . , fk ∈ I íàçûâàåòñÿ áà-
çèñîì Ãðåáíåðà èäåàëà I, åñëè äëÿ ëþáîãî f ∈ I ñòàðøèé ìîíîì f̄ ñîäåðæèò äëÿ
íåêîòîðîãî i ïîäìîíîìîì ñòàðøèé ÷ëåí f̄i ýëåìåíòà fi. Åñëè ïðè ýòîì ñòàðøèå ÷ëå-
íû f̄i íå ñðàâíèìû ïî âêëþ÷åíèþ, òî áàçèñ Ãðåáíåðà ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì. Åñëè
âõîæäåíèÿ f̄i ïåðåêðûâàþòñÿ, òî ýòî íàçûâàåòñÿ çàöåïëåíèåì. Èçâåñòíà òàê íàçûâà-
åìàÿ Bergman Diamond-Lemma (íà ñàìîì äåëå âîñõîäÿùàÿ ê À. È. Øèðøîâó), ÷òî
åñëè âñå çàöåïëåíèÿ ðåäóöèðóþòñÿ ê íóëþ, òî íàáîð {fi} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãðåáíåðà.

Áëàãîäàðÿ êîíå÷íîñòè áàçèñà Ãðåáíåðà äëÿD-ìîäóëåé ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïåðå-
õîä â êîíå÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó, ÷òî ïðèâåëî ê ïðîãðåññó â ïðîáëåìå ßêîáèàíà [64].
Õîòÿ â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè áàçèñà ãðåáíåðà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ðàçðåøèìà, ïðîáëåìà
äåëèòåëåé íóëÿ � âîîáùå ãîâîðÿ, íåò [27]. (Â ìîíîìèàëüíîì ñëó÷àå îäíàêî îíà âñå æå
ðàçðåøèìà [10], [65].) Â îáùåì ñëó÷àå áàçèñ Ãðåáíåðà áåñêîíå÷åí, è åãî âû÷èñëåíèå
ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé çàäà÷åé. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòå-
ðåñ èññëåäîâàíèå êîðîñòà èäåàëà ñîîòíîøåíèé èëè ðîñòà êîëè÷åñòâà ðåäóöèðóåìûõ
ìîíîìîâ ñòåïåíè n íå ñîäåðæàùèõ ðåäóöèðóåìûõ ïîäñëîâ.

Ïîñêîëüêó ñòåïåíü êîìïîçèöèè ìåíüøå ñóììû ñòåïåíåé çàöåëÿþùèõñÿ ÷ëåíîâ, â
êîíå÷íî îïðåäåëåííîì ñëó÷àå êîðîñò ëèáî êîíå÷åí, ëèáî íå ìåíåå ÷åì ëîãàðèôìè÷åí.
Ýòî äàåò íàäåæäó ïîñòðîèòü ðåêóðñèâíûé íîðìàëüíûé áàçèñ, êîòîðûé íå ðåàëèçó-
åòñÿ â êîíå÷íî îïðåäåëåííîé àëãåáðå. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ êîðîñò â
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ñëîâàõ, â ÷àñòíîñòè èññëåäîâàíèå êîäëèíû ïåðèîäà äëèíû n èëè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà
çàïðåòîâ, çàäàþùèõ ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ðàáîòå [49] óñòàíîâëåíà
íèæíÿÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ îöåíêà, è ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðè-
îäà n ñ êîäëèíîé ïîðÿäêà ëîãàðèôìà. Òî÷íàÿ êîíñòàíòà áûëà âû÷èñëåíà â ðàáîòå
Ï.Ëàâðîâà [23] è ïîçäíåå â ðàáîòå È.Áîãäàíîâà è Ã.×åëíîêîâà [24] íåñêîëüêî äðóãèì
ìåòîäîì.

Ýòè ïðèìåðû òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Øòóðìà. Â ýòîé ñâÿçè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì êîðîñòà äëÿ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûõ ñëîâ à òàêæå ìîðôè-
÷åñêèõ ñëîâ à òàêæå âçàèìîñâÿçü ôóíêöèé ðîñòà è êîðîñòà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíîãî ñëîâà W êîðîñò KW (n) íå ìåíåå ÷åì ëîãàðèôìè÷åí
(â ñìûñëå âåðõíåãî ïðåäåëà), à äëÿ ìîðôè÷åñêîãî ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíîãî ñëîâà
îí ïðîñòî ëîãàðèôìè÷åí. Ïðåäïîëàãàåòñ ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ äîñòèãàåòñÿ â
ñëîâå Ôèááîíà÷÷è. Ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíî-ðåêóóððåíòíîãî ñëîâà ýêñïî-
íåíöèàëüíîñòü ðîñòà âëå÷åò ýêñïîíåíöèàëüíîñòü êîðîñòà. Ïî âñåé âèäèìîñòè âîîáùå
ãîâîðÿ lim ln(KW (n))/n è lim ln(KW (n))/n ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè âåëè÷èíàìè.

Òàêîå èññëåäîâàíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì ãðàôîâ Ðîçè. Ôóíêöèÿ êî-
ðîñòà îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïåðå÷èñëåíèåì áèñïåöèàëüíûõ ñëîâ. Èíòåðåñíî
òàêæå èññëåäîâàòü âçàèìîñâÿçü ôóíêöèè ðîñòà è êîðîñòà. Íàïðèìåð, âûÿñíèòü âî-
ïðîñ. Âåðíî ëè ÷òî ïðîìåæóòî÷íîñòü ðîñòà âëå÷åò ïðîìåæóòî÷íîñòü êîðîñòà. Äëÿ
àâòîìàòíûõ ìîíîìèàëüíûõ àëãåáð êîðîñò ðàöèîíàëåí. À.Êóìîê (â ïå÷àòè) îñóùå-
ñòâèë îöåíêó ìàêñèìàëüíîé äëèíû îáñòðóêöèè â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà àâòîìàòà
äëÿ àâòîìàòíîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ìîíîìèàëüíîé àëãåáðû.

3.1 Êîìáèíàòîðèêà ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ

Çíà÷åíèå ïîíÿòèÿ n-ðàçáèâàåìîñòè âûõîäèò çà ðàìêè ïðîáëåìàòèêè, îòíîñÿùåéñÿ
ê ïðîáëåìàì áåðíñàéäîâñêîãî òèïà. Îíî èãðàåò ðîëü è ïðè èçó÷åíèè ïîëèëèíåéíûõ
ñëîâ, â îöåíêå èõ êîëè÷åñòâà, ãäå ïîëèëèíåéíûì íàçûâàåòñÿ ñëîâî, â êîòîðîå êàæäàÿ
áóêâà âõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàç. Â. Í. Ëàòûøåâ ïðèìåíèë òåîðåìó Äèëóîðñà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ÷èñëà íå ÿâëÿþùèõñÿ m-ðàçáèâàåìûìè ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ ñòåïå-
íè n, íàä àëôàâèòîì {a1, . . . , an}. Ýòà îöåíêà: (m− 1)2n è îíà áëèçêà ê ðåàëüíîñòè.

Èç äàííîé îöåíêè ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü ïîëèëèíåéíûõ òîæäåñòâ, îòâå÷àþùèõ
íåïðèâîäèìîìó ìîäóëþ, äèàãðàììà Þíãà êîòîðîãî ñîäåðæèò êâàäðàò n4. Ýòî â ñâîþ
î÷åðåäü, âî-ïåðâûõ, ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïðîçðà÷íîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðåãåâà
î òîì, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå PI-àëãåáð ñíîâà ÿâëÿåòñÿ PI-àëãåáðîé, âî-âòîðûõ,
óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåæåííîãî òîæäåñòâà â îáùåì ñëó÷àå, à òàêæå òîæäå-
ñòâà Êàïåëëè â êîíå÷íî ïîðîæäåííîì ñëó÷àå (òåì ñàìûì, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòü òåî-
ðåìó î íèëüïîòåíòíîñòè ðàäèêàëà), è â-òðåòüèõ, îñóùåñòâèòü �ñóïåðòðþê� À. Ð. Êå-
ìåðà, ñâîäÿùèé èçó÷åíèå òîæäåñòâ îáùèõ àëãåáð ê èçó÷åíèþ ñóïåð-òîæäåñòâ êîíå÷-
íî ïîðîæäåííûõ ñóïåðàëãåáð â íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêå.

Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïåðå÷èñëåíèåì ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ n-ðàç-
áèâàåìûìè, èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. (Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó
íå 3-ðàçáèâàåìûìè ñëîâàìè è ÷èñëàìè Êàòàëàíà.) Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñòî êîìáè-
íàòîðíàÿ çàäà÷à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ñâÿçàíà ñ ðÿäîì êîðàçìåðíîñòåé äëÿ àëãåá-
ðû îáùèõ ìàòðèö. Èññëåäîâàíèå ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
âàæíîé. Â. Í. Ëàòûøåâ (ñì. íàïðèìåð [71]) ïîñòàâèë ïðîáëåìó êîíå÷íîé áàçèðóå-
ìîñòè ìíîæåñòâà ñòàðøèõ ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ äëÿ T -èäåàëà îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
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íàäñëîâ è èçîòîííûõ ïîäñòàíîâîê. Èç ýòîé ïðîáëåìû âûòåêàåò ïðîáëåìà Øïåõòà
äëÿ ïîëèëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü ñ ïðîáëåìîé ñëàáîé íåòåðîâî-
ñòè ãðóïïîâîé àëãåáðû áåñêîíå÷íîé ôèíèòàðíîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íàä ïîëåì
ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè (äëÿ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ýòî áûëî óñòàíîâëåíî
À. Çàëåññêèì). Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ëàòûøåâà íàäî óìåòü ïåðåâîäèòü ñâîéñòâà
T -èäåàëîâ è èõ íîñèòåëåé íà ÿçûê ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ. Â ðàáîòàõ [10, 12] áûëà ïî-
ïûòêà îñóùåñòâèòü ïðîãðàììó ïåðåâîäà ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ àëãåáð íà ÿçûê êîì-
áèíàòîðèêè ñëîâ. Íà ÿçûê ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ òàêîé ïåðåâîä îñóùåñòâèòü ïðîùå, â
äàëüíåéøåì ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ è î ñëîâàõ îáùåãî âèäà.

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêîãî ïåðåâîäà íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñëó÷àè ìàòðèö âòî-
ðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà à òàêæå íåìàòðè÷íûõ ìíîãîîáðàçèé.

Åñòü îñíîâàíèÿ äëÿ îïòèìèçìà. Ðÿä Ãèëüáåðòà îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíûõ àëãåáð
ðàöèîíàëåí, à ðàçìåðíîñòè îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò â êîíå÷íî ïîðîæäåííîé îòíîñè-
òåëüíî ñâîáîäíîé àëãåáðû (åñëè ÷èñëî îáðàçóþùèõ äîñòàòî÷íî âåëèêî) îïðåäåëÿþò
êðàòíîñòè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-õàðàêòåðîâ [79], òàê ÷òî ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðÿ-
äà êîðàçìåðíîñòåé ñóùåñòâóþò.

Ïåðå÷èñëåíèå íå n-ðàçáèâàåìûõ ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ îñóùåñòâëåíî â ðàáîòàõ ñì
òàêæå

Èññëåäîâàíèÿ ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ ñâÿçàíî ñ ãðàäóèðîâàíííîé âåðñèåé ïðîáëåìû
Øïåõòà. Â ðàáîòå [69] äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íàÿ áàçèðóåìîñòü è ëîêàëüíàÿ ïðåä-
ñòàâèìîñòü ìíîãîîáðàçèé àëãåáð ãðàäóèðîâàííûõ êîíå÷íîé ãðóïïîé. Ïðè ýòîì òðå-
áîâàëîñü íàëè÷èå îáû÷íîãî (íåãðàäóèðîâàííîãî) òîæäåñòâà. Ïî âñåé âèäèìîñòè, çà
ñ÷åò àíàëèçà ïîëèëèíåéíûõ ñëîâ ýòî óñëîâèå åñòü øàíñ ñíÿòü. Êðîìå òîãî, õîòåëîñü
áû ïîëó÷èòü îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà [81].

3.2 Êîíå÷íî îïðåäåëåííûå îáúåêòû

Ïðîáëåìà êîíòðîëÿ íàä îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè è ïðîöåäóðàìè âûâîäà ÿâ-
ëÿåòñÿ âàæíîé è àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåííîé àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêå.

Íåïîñðåäñòâåííûì ìåòîäîì êîíòðîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íîðìàëüíîãî áàçèñà,
íî ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî. Äðóãèì èíñòðóìåíòîì êîíòðîëÿ ñëóæèò áàçèñ Ãðåáíåðà
è diamond-lemma.

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâîì àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè, îáû÷íî
ðåøàþòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ èíòåðïðåòàöèè ìàøèíû Ìèíñêîãî, ïðè ýòîì àâòîìàò-
íàÿ ãîëîâêà, îñóùåñòâëÿþùàÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, îáû÷íî òîëüêî îäíà è ëî-
êàëèçîâàíà â îïðåäåëåííîì ìåñòå. Áîëåå ñëîæíûì è âàæíûì èíñòðóìåíòîì ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ìàëûõ ñîêðàùåíèé â ãðóïïàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðîáëåì òåî-
ðèè êîëåö êðàéíå æåëàòåëüíî èìåòü àíàëîã òåîðèè ìàëûõ ñîêðàùåíèé, ò.å. ïîíÿòü
÷òî îçíà÷àåò ìàëîå çàöåïëåíèå. Ê ñîæàëåíèþ, ìû ñåé÷àñ äàëåêè îò ïîíèìàíèÿ âñå-
ãî ýòîãî. Âîïðîñû ïîñòîðåíèÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííîé áåñêîíå÷íîé íèëü-ïîëóãðóïïû
(ïðîáëåìà Øåâðèíà), áåñêîíå÷íîìåðíîãî êîíå÷íî îïðåäåëåííîãî íèëü-êîëüöà (ïðî-
áëåìà Ëàòûøåâà), èëè ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîé êîíå÷íî îïðåäåëåííîé ïåðèîäè÷åñêîé
ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïîñîá ãîâîðèòü î ïðîáëåìå êîíòðîëÿ íàä ñîîòíîøåíè-
ÿìè.

Ãðóïïîâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà ñ ïîìîùüþ êîëüöåâîé, à äëÿ ïîíèìà-
íèÿ êîëüöåâîé ñèòóàöèè âàæíû ïîëóãðóïïû.
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À. ß. Áåëîâ è È. À. Èâàíîâ-Ïîãîäàåâ àíîíñèðîâàëè ðåøåíèå ïðîáëåìû Øåâðè-
íà. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ñóùåñòâóþò çàêîíû ïðè-
ìûêàíèÿ ïëèòîê, êîòîðûå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêàÿ ìîçàèêà.
Ìîçàèêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ñëîâà èáî ñëîâî åñòü ðàñïîëîæåíèå
áóêâ íà îòðåçêå ïðÿìîé. Ýëåìåíò ïîëóãðóïïû èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïóòü íà ìîçà-
èêå. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëèòîê ëîêàëüíî îïðåäåëÿþò äðóã
äðóãà, òî ýòè ïóòè ðàâíû è îäèí ó÷àñòîê ìîæíî ïåðåáðîñèòü â äðóãîé. Åñëè æå íåò
ëîêàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü íóëåâîé. Ïðîöåäóðà âûâîäà ñî-
îòíîøåíèé îòâå÷àåò âûêëàäûâàíèþ ïëèòîê, îäíàêî ÿçûê ïåðåáðîñêè ïóòåé ÿâëÿåòñÿ
âñå æå áîëåå ñëàáûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îí îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì, íåîáõîäèìî
÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå ε > 0 ÷òî äëÿ ëþáîãî D ëþáûå äâå òî÷êè íà ðàññòîÿíèè
D ñîåäèíÿëèñü ñåìåéñòâîì ïåðåòÿãèâàåìûõ äðóã â äðóãà ãåîäåçè÷åñêèõ òàê ÷òî òî÷-
êè êðàéíèõ ãåîäåçè÷åñêèõ íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè l îò êîíöîâ íàõîäèëèñü áû íà
ðàññòîÿíèè íå ìåíåå ÷åì ε · l äðóã îò äðóãà. Îòìåòèì, ÷òî òàêîå ïðîñòðàíñòâî íå ìî-
æåò áûòü áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíî ïëîñêîñòè. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî
ñëîæíûé êîìïëåêñ.

3.3 Àëãåáðû è ðàâíîìåðíî-ðåêóððåíòíûå ñëîâà

Èñïîëüçîâàíèå ñâåðõñëîâ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü íåêîíñòðóêòèâíûå êîìáèíàòîðíûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè (èç êóñêîâ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
êîíå÷íûõ ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü îäíî áåñêîíå÷íîå ñëîâî).

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî ðåêóð-
ðåíòíîãî ñëîâà W . Ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå (ð.ð.) ñëîâà ïîçâîëÿþò, ê ïðèìåðó,
îïèñàòü âñå ïî÷òè ïðîñòûå ìîíîìèàëüíûå àëãåáðû (ò.å. àëãåáðû, ëþáîé ôàêòîð
êîòîðûõ íèëüïîòåíòåí): ýòî àëãåáðû âèäà AW , ãäå A � ð.ð. íåïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõ-
ñëîâî. (×åðåç AW îáîçíà÷àåòñÿ ìîíîìèàëüíàÿ àëãåáðà, âñå íåíóëåâûå ñëîâà êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ ïîäñëîâàìè ñâåðõñëîâà W .) Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ
ëåììà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àíàëîã òåîðåìû ïëîòíîñòè: äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäñëîâ
u ̸= v íåïåðèîäè÷åñêîãî ð.ð. ñëîâà W ñóùåñòâóþò ïîäñëîâà r, t ⊂ W òàêèå, ÷òî
rut ⊂ W , rvt ̸⊂ W .

Ýòîò ðåçóëüòàò èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ñîâïàäåíèè íèëüðà-
äèêàëà ìîíîìèàëüíîé àëãåáðû è ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà. Íèëüðàäèêàë ìîíîìèàëüíîé
àëãåáðû îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì ïåðåñå÷åíèþ èäåàëîâ, ôàêòîðû ïî êîòîðûì ìîíîìèàëü-
íî ïî÷òè ïðîñòû. (Ìîíîìèàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíî ïî÷òè ïðîñòîé,
åñëè êàæäûé åå ôàêòîð ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ìîíîìîì, íèëüïîòåíòåí.) Ìîíî-
ìèàëüíî ïî÷òè ïðîñòàÿ àëãåáðà � ýòî àëãåáðà âèäà AW , ãäå W � ïðîèçâîëüíîå ð.ð.
ñâåðõñëîâî.

Ñ ïîìîùüþ ñâåðõñëîâ ïîëó÷àåòñÿ òàêæå îïèñàíèå ñëàáî íåòåðîâûõ ìîíîìèàëü-
íûõ àëãåáð, êîðîòêèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè è òåîðåìû î ëîêàëü-
íîé íèëüïîòåíòíîñòè àëãåáðû Ëè, ïîðîæäåííîé ñýíäâè÷àìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
êëþ÷åâûõ øàãîâ â ðåøåíèè ïðîáëåì Áåðíñàéäîâñêîãî òèïà äëÿ àëãåáð Ëè. Â òåðìè-
íàõ ñâåðõñëîâ åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäîê Óôíàðîâñêîãî � ïðàâûå ñâåðõñëîâà
îáðàçóþò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
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4 Íîðìàëüíûå ôîðìû â àëãåáðàõ è òåîðåìà Øèð-

øîâà î âûñîòå.

Òåîðåìû î âûñîòå è î íåçàâèñèìîñòè à òàêæå òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ìîíîìèàëüíûõ
àëãåáð îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ êîìáèíàòîðèêîé ñëîâ è
íîðìàëüíûõ ôîðì, à ñ äðóãîé � ñî ñâîéñòâàìè ïåðâè÷íûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð
è êîìáèíàòîðèêîé ìàòðè÷íûõ åäèíèö. Ïåðâûì ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì ðåçóëüòàòîì
òàêîãî ðîäà ÿâèëàñü

Òåîðåìà À. È. Øèðøîâà î âûñîòå. Ïóñòü A � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ PI-àë-
ãåáðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ Y è ÷èñëî H ∈ N òàêèå, ÷òî A
ëèíåéíî ïðåäñòàâèìà (ò.å. ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè) ìíîæåñòâîì
ýëåìåíòîâ âèäà

vk11 vk22 . . . vkhh , ãäå h ≤ H, vi ∈ Y

Â êà÷åñòâå Y ìîæíî âçÿòü íàáîð ñëîâ ñòåïåíè íå âûøå m. Òàêîå Y íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì Øèðøîâà àëãåáðû A.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Êóðîøà, è äðó-
ãèõ ïðîáëåì áåðíñàéäîâñêîãî òèïà äëÿ PI-êîëåö. Âåäü åñëè Y � áàçèñ Øèðøîâà, è
âñå ýëåìåíòû èç Y � àëãåáðàè÷íû, òî àëãåáðà A êîíå÷íîìåðíà. Òåì ñàìûì òåîðå-
ìà Øèðøîâà äàåò ÿâíîå óêàçàíèå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, àëãåáðàè÷íîñòü êîòîðûõ
âåäåò ê êîíå÷íîìåðíîñòè âñåé àëãåáðû. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè A � PI-
àëãåáðà ñòåïåíè m è âñå ñëîâà îò îáðàçóþùèõ Añòåïåíè íå âûøå m àëãåáðàè÷íû, òî
A � ëîêàëüíî êîíå÷íà à òàêæå åñëè êîíå÷íîñòü ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà�Êèðèëëîâà.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòè èìïëèêàöèè ìîæíî îáîáùèòü. Âìåñòî ïîíÿòèÿ âûñîòû óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ áëèçêèì ïîíÿòèåì ñóùåñòâåííîé âûñîòû. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ëþáîå
äëèííîå ñëîâî åñòü ïðîèçâåäåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ÷àñòåé è �ïðîêëàäîê� îãðàíè÷åííîé
äëèíû. Ñóùåñòâåííàÿ âûñîòà åñòü ÷èñëî òàêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ êóñêîâ, à îáû÷íàÿ åùå
ó÷èòûâàåò �ïðîêëàäêè�.

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé î âûñîòå âîçíèêëè ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Íà êàêèå êëàññû êîëåö ìîæíî ðàñïîñòðàíèòü òåîðåìó î âûñîòå? Òåîðåìà î
âûñîòå áûëà ðàñïîñòðàíåíà íà íåêîòîðûå êëàññû êîëåö, áëèçêèõ ê àññîöèàòèâ-
íûì. Ñ. Â. Ï÷åëèíöåâ [41] äîêàçàë åå äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî è (−1, 1) ñëó÷àåâ,
Ñ. Ï. Ìèùåíêî [38] ïîëó÷èë àíàëîã òåîðåìû î âûñîòå äëÿ àëãåáð Ëè ñ ðàç-
ðåæåííûì òîæäåñòâîì. Â ðàáîòå àâòîðà [12] òåîðåìà î âûñîòå áûëà äîêàçàíà
äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà êîëåö, àññèìïòîòè÷åñêè áëèçêèõ ê àññîöèàòèâíûì, êóäà
âõîäÿò, â ÷àñòíîñòè, àëüòåðíàòèâíûå è éîðäàíîâû PI-àëãåáðû.

2. Íàä êàêèìè Y àëãåáðà A èìååò îãðàíè÷åííóþ âûñîòó? Ïóñòü A � PI-àëãåáðà, è
ïîäìíîæåñòâî M ⊆ A ÿâëÿåòñÿ åå s-áàçèñîì. Òîãäà, åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà M àëãåáðàè÷íû íàä K, òî àëãåáðà A êîíå÷íîìåðíà (ïðîáëåìà Êóðîøà).
Îãðàíè÷åííîñòü ñóùåñòâåííîé âûñîòû íàä Y âëå÷åò �ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
ïðîáëåìû Êóðîøà íàä Y �. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå çíà÷èòåëüíî ìåíåå òðèâèàëü-
íî [10].

3. Êàê îöåíèòü âûñîòó? Ïåðâîíà÷àëüíîå äîêàçàòåëüñòâî À. È. Øèðøîâà õîòÿ è
áûëî ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì (îíî îñíîâûâàëîñü íà òåõíèêå ýëèìèíàöèè, ðàç-
âèòîé èì â àëãåáðàõ Ëè, â ÷àñòíîñòè, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ñâîáîäå),
îäíàêî îíî íå äàâàëî ðàçóìíûõ îöåíîê íà âûñîòó. Ïîçäíåå À. Ò. Êîëîòîâ [31]
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ïîëó÷èë îöåíêó íà ht(A) ≤ ss
m
(m = deg(A), s � ÷èñëî îáðàçóþùèõ). Ïîçä-

íåå Å. È. Çåëüìàíîâ [20] ïîñòàâèë âîïðîñ î íàëè÷èè ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè,
êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà àâòîðîì [13]. Â äàëüíåéøåì áûëà ïîëó÷åíà ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà 4.1 ([68]) Âûñîòà ìíîæåñòâà íå n-ðàçáèâàåìûõ ñëîâ íàä l-áóêâåííûì
àëôàâèòîì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñëîâ äëèíû ìåíüøå n íå ïðåâûøàåò
Φ(n, l), ãäå

Φ(n, l) = E1l · nE2+9(2e2+1) lnn,

ãäå E1 = 123(2e
2+1) ln 12+3 + 1, E2 = 9 + ln 2 + 6(2e2 + 1) ln 12.

Èç äàííîé òåîðåìû ïóòåì íåêîòîðîãî îãðóáëåíèÿ è óïðîùåíèÿ îöåíêè ïîëó÷à-
åòñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì l è n → ∞

Φ(n, l) < n9(1+2e2)(1+o(1)) lnn,

à ïðè ôèêñèðîâàííîì n è l → ∞

Φ(n, l) < C(n)l.

Ñëåäñòâèå 4.2 Âûñîòà l-ïîðîæä¼ííîé PI-àëãåáðû ñ äîïóñòèìûì ïîëèíîìè-
àëüíûì òîæäåñòâîì ñòåïåíè n íàä ìíîæåñòâîì ñëîâ äëèíû ìåíüøå n íå
ïðåâûøàåò Φ(n, l).

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àþòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè íà èíäåêñ íèëüïîòåíò-
íîñòè l-ïîðîæäåííûõ íèëü-àëãåáð ñòåïåíè n äëÿ ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé

Âîïðîñ. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíóþ îöåíêó äëÿ âûñîòû?

4. Êàê óñòðîåí âåêòîð ñòåïåíåé (k1, . . . , kh)? Ïðåæäå âñåãî: êàêèå ìíîæåñòâà êîì-
ïîíåíò ýòîãî âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè, ò.å. êàêèå íàáîðû ki ìîãóò áûòü
îäíîâðåìåííî íåîãðàíè÷åííûìè? Êàêîâà ñóùåñòâåííàÿ âûñîòà?

5. Âîïðîñ î áîëåå òîíêîì óñòðîéñòâå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñòåïåíåé. Âåðíî ëè ÷òî
îíî îáëàäàåò òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè ðåãóëÿðíîñòè? Õîòÿ â ïðåäñòàâèìîì
ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà è ñóùåñòâåííàÿ âûñîòà âåäóò ñåáÿ
õîðîøî. Òåì íå ìåíåå äàæå òîãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñòåïåíåé ìîæåò áûòü
óñòðîåíî ïëîõî � à èìåííî, ìîæåò áûòü äîïîëíåíèåì ê ìíîæåñòâó ðåøåíèé
ñèñòåìû ýêñïîíåíöèàëüíî-ïîëèíîìèàëüíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò ïðèìåð ïðåäñòàâèìîé àëãåáðû ñ òðàíñöåíäåíòíûì ðÿäîì Ãèëüáåð-
òà. Îäíàêî äëÿ îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîé àëãåáðû ðÿä Ãèëüáåðòà ðàöèîíàëåí.

6. Êàêèå íàáîðû ñëîâ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå {vi}? Îïèñàíèå äàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà:
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Òåîðåìà 4.3 (À. ß. Áåëîâ) Ìíîæåñòâî ñëîâ Y ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Øèðøîâà
àëãåáðû A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ñëîâà u äëèíû íå âûøå m =
Pid(A) � ñëîæíîñòè àëãåáðû A � ìíîæåñòâî Y ñîäåðæèò ñëîâî, öèêëè÷åñêè
ñîïðÿæåííîå ê íåêîòîðîé ñòåïåíè ñëîâà u.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé îöåíêîé.

Ãèïîòåçà Øåñòàêîâà áûëà ðåøåíà Â. À. Óôíàðîâñêèì [45] è Ã. Ï. ×åêàíó [47].
Â äàëüíåéøåì áûëî ïîêàçàíî [12], ÷òî â êà÷åñòâå {vi} ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî
ñëîâ èç ãèïîòåçû Øåñòàêîâà. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë òàêæå àíîíñèðîâàí Ã. Ï. ×å-
êàíó [48]. Çàòåì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áûëî ïîëó÷åíî Â. Äðåí-
ñêèì.

Ïåðâîíà÷àëüíûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè áûëè äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íûìè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêå, ñâÿçàííûõ ñ áåñêîíå÷íûìè ñëî-
âàìè èëè ñâåðõñëîâàìè, ïîçâîëèëî ñäåëàòü èõ ïðîçðà÷íûìè. Òåõíèêà ñâåðõñëîâ îêà-
çàëàñü äîâîëüíî áëèçêîé ïî äóõó ñòðóêòóðíîé òåîðèè. Åå ðîëü íå èñ÷åðïûâàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèé òèïà òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè. Ñ ïîìîùüþ ñâåðõ-
ñëîâ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î âûñîòå, íèëüïîòåíòíîñòü àëãåáðû Ëè, ïîðîæäåííîé
ñýíäâè÷àìè [46], ñîâïàäåíèå íèëüðàäèêàëà è ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà â ìîíîìèàëü-
íûõ àëãåáðàõ, ïîëó÷àåòñÿ îïèñàíèå áàçèñîâ àëãåáð ñ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà
VA(n) =

n(n+3)
2

à òàêæå ñëàáîíåòåðîâûõ, ïîëóïðîñòûõ è ïîëóïåðâè÷íûõ ìîíîìèàëü-
íûõ àëãåáð [10] è ïîëó÷èòü ðÿä äðóãèõ êîìáèíàòîðíûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
òåîðèè ïîëóãðóïï è êîëåö.
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