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1 Ââåäåíèå.

Â íàñòîÿùåì ïðîåêòå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì, çàäàâàåìûõ êîíå÷íûì îáðàçîì, íî îáëàäà-

þùèõ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé è ýêçîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ýòî èíòåðåñíî â ñâÿçè ñ òðàäè-

öèîííûìè âîïðîñàìè âûñøåé àëãåáðû î ñòðóêòóðå êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì:

ãðóïï, ïîëóãðóïï, êîëåö. Íàïðèìåð, âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå óñëîâèé íà íèëü-êîëüöî,

ïðè êîòîðûõ îíî áóäåò íèëüïîòåíòíûì. Èíòåðåñåí òàêæå àíàëîãè÷íûé âîïðîñ î ïîëóãðóïïàõ. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîäîáðàòüñÿ ê ïîëóãðóïïàì, íóæíî áóäåò èçó÷èòü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé è ïðèìåðîâ.

Äëÿ ïåðåõîäà ê ïîëóãðóïïàì ïîëåçíà òðåíèðîâêà íà àâòîìàòàõ ñ êîíå÷íîé ïàìÿòüþ (öèêë À).

Öèêë B ñëóæèò äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåõíèêè â êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ ïîëóãðóïïàõ, îñíîâíîé ðåçóëü-

òàò ýòîãî öèêëà (ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ïîëóãðóïïû ñ íåöåëîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-

Êèðèëëîâà) èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

2 Öèêë À. Àâòîìàòû è ñîâìåñòíûå ñòðàòåãèè.

Â ïåðâûõ (ââîäíûõ) çàäà÷àõ öèêëà èçó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûé êîíå÷íûé àâòîìàò: ðîáîò,ïåðåìåùàþùèéñÿ

ïî êëåòî÷íîé ïëîñêîñòè. Ðîáîò ýòî ìåõàíèçì, ïðîèçâîäÿùèé çàðàíåå îïðåäåëåííûé íàáîð äåéñòâèé

ïî îïðåäåëåííîé ïðîãðàììå. Ðîáîò ìîæåò äåëàòü ñëåäóþùåå:

1. Ïåðåìåùàòüñÿ âïåðåä (â ñîñåäíþþ êëåòêó);

2. Ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà ìåñòå íà 90 ãðàäóñîâ;
3. Ñòàâèòü ôëàæîê â êëåòêó, ãäå íàõîäèòñÿ (åñëè ôëàæîê ó íåãî åñòü);

4. Ïðîâåðÿòü íàëè÷èå ôëàæêà â ñâîåé êëåòêå.

5. Áðàòü ôëàæîê èç ñâîåé êëåòêè.

Íàëè÷èå ó ðîáîòà ôëàæêîâ (è èõ êîëè÷åñòâî) îãîâàðèâàåòñÿ çàðàíåå. Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç

ïðîíóìåðîâàííîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èíñòðóêöèé äëÿ ðîáîòà, ïðè÷åì íåêîòîðûå èíñòðóêöèè

ìîãóò çàêëþ÷àòüñÿ â ïåðåõîäå ê äðóãîé èíñòðóêöèè. Ìû áóäåì ñòàâèòü äëÿ ðîáîòà çàäà÷è îáõîäà,

ñîñòîÿùèå â òîì ÷òîáû îáîéòè, òî åñòü ïîáûâàòü â êàæäîé êëåòêå íåêîòîðîé îáëàñòè.

Ñíà÷àëà âûÿñíèì íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè ðîáîòà.

Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî ðîáîò ñ äâóìÿ ôëàæêàìè ìîæåò îáîéòè ëåíòó - áåñêîíå÷íóþ

ïîëîñó ñ øèðèíîé â 1 êëåòêó. Ïóñòü â íà÷àëå ðîáîò íàõîäèòñÿ â êëåòêå ñ íîìåðîì 0 ñ

äâóìÿ ôëàæêàìè. Ïîñòðîèì ïðîãðàììó ðîáîòà.

1. Ïîñòàâèòü ôëàæîê.

2. Ïåðåéòè â êëåòêó 1.

3. Ïîñòàâèòü ôëàæîê.

Òåïåðü íóæíî îðãàíèçîâàòü �÷åëíî÷íîå� äâèæåíèå ðîáîòà ìåæäó ôëàæêàìè, ñ ïîïóò-

íûì óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Òî åñòü, ñåðåäèíà îòðåçêà ìåæäó ôëàæêàìè

îñòàåòñÿ íà ìåñòå, à ôëàæêè ðîáîò �ðàñòàëêèâàåò� â ðàçíûå ñòîðîíû. Ýòîãî äîáèâàåìñÿ

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîãðàììû:

4. Ïîâåðíóòüñÿ íà ìåñòå 2 ðàçà. (ðàçâîðà÷èâàåìñÿ íà 180 ãðàäóñîâ)

5. Ïðîéòè âïåðåä.

6. Ïðîâåðèòü íàëè÷èå ôëàæêà.
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7. Åñëè ôëàæêà íåò � ïåðåéòè ê 5.

8. Âçÿòü ôëàæîê è ïåðåéòè íà îäíó êëåòêó âïåðåä.

9. Ïîëîæèòü ôëàæîê è ïåðåéòè ê 4.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðîáîò ïîáûâàåò â êàæäîé êëåòêå ëåíòû.

Èíòåðåñåí âîïðîñ, ìîæåò ëè ðîáîò áåç ôëàæêîâ îáîéòè ëåíòó? Îêàçûâåòñÿ, íåò. ×òîáû äîêàçàòü

ýòî, íåîáõîäèìî ôîðìàëèçîâàòü êîíñòðóêöèþ ðîáîòà. ßñíî, ÷òî äåéñòâèå, êîòîðîå ðîáîò âûïîëíèò

â ñëåäóþùèé ìîìåíò, ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò íîìåðà èíñòðóêöèè, êîòîðóþ äîëæåí âûïîëíèòü â äàí-

íûé ìîìåíò ðîáîò è îò íàëè÷èÿ-îòñóòñòâèÿ â êëåòêå ôëàæêà. Íàçîâåì ýòè ôàêòîðû âíóòðåííèì

ñîñòîÿíèåì ðîáîòà. ßñíî, ÷òî ó ðîáîòà êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé. Âûïîë-

íèâ êàêîå-ëèáî äåéñòâèå, ðîáîò, âîîáùå ãîâîðÿ, åãî ìåíÿåò. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, ÷åðåç êàêîå-òî

âðåìÿ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ðîáîòà ïîâòîðèòñÿ. Ïóñòü, ïðîøëî t ñåêóíä è, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì

ìîìåíòîì, êîãäà ó íåãî áûëî òàêîå ñîñòîÿíèå, ðîáîò ñäâèíóëñÿ âïðàâî íà ðàññòîÿíèå a. Îòìåòèì,
÷òî ïðîøëî êîíå÷íîå âðåìÿ, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êëåòêà K, ëåâåå íà÷àëüíîé, ãäå ðîáîò åùå íå

áûë. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ðîáîòà òàêîå æå, êàê t ñåêóíä íàçàä, åùå ÷åðåç t ñåêóíä ðîáîò ñäâèíåòñÿ
åùå íà a âïðàâî, îïÿòü íå ïîñåòèâ ýòó êëåòêó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàëåå ðîáîò áóäåò äåéñòâîâàòü,

ïåðèîäè÷åñêè ñäâèãàÿñü âïðàâî, è êëåòêó K îí íå ïîñåòèò íèêîãäà.

A0. Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ îäíèì ôëàæêîì ëåíòó îáîéòè íå ñìîæåò.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå îòäåëüíî ñëó÷àè: 1) êîãäà ðîáîò íå óäàëÿåòñÿ îò ôëàæêà íà ðàññòîÿíèå

áîëüøåå íåêîòîðîãî N ; è 2) êîãäà ðîáîò îòõîäèò îò ôëàæêà ñêîëü óãîäíî äàëåêî.

A1. Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 4 ôëàæêàìè ìîæåò îáîéòè ïëîñêîñòü.

A2. Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 3 ôëàæêàìè ìîæåò îáîéòè ïëîñêîñòü. Ìîæåò ëè ðîáîò ñ 3
ôëàæêàìè îáîéòè òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî?

A3. Ïóñòü íåêîòîðûå ãðàíèöû êëåòîê íåïðîõîäèìû äëÿ ðîáîòà. Ðîáîò ìîæåò âèäåòü áàðüåðû

ìåæäó êëåòêàìè (ïðîâåðÿòü íà èõ íàëè÷èå ëþáóþ èç ñòîðîí êëåòêè, ãäå îí íàõîäèòñÿ).

Ïóñòü íåïðîõîäèìàÿ äëÿ ðîáîòà ëèíèÿ äåëèò ïëîñêîñòü íà ïîëóïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî

ðîáîò ñ 1 ôëàæêîì ìîæåò îáîéòè ïîëóïëîñêîñòü.

A4. Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 1 ôëàæêîì íå ìîæåò îáîéòè ïëîñêîñòü ñ ÷åòûðüìÿ ðàçðåçàìè

(ðèñ.1), à ñ äâóìÿ ôëàæêàìè � ìîæåò.

A5. Ïóñòü ðîáîò õîäèò ïî âåðøèíàì ãðàôà (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî).

a) Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 1 ôëàæêîì íå ìîæåò îáîéòè áåñêîíå÷íîå äåðåâî (ãðàô áåç öèêëîâ),

êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî èìååò ñòåïåíü 3.
b) Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 2 ôëàæêàìè íå ìîæåò îáîéòè äåðåâî (ãðàô áåç öèêëîâ), êàæäàÿ

âåðøèíà êîòîðîãî èìååò ñòåïåíü 3.

A6. Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 2 ôëàæêàìè íå ìîæåò îáîéòè ïëîñêîñòü.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå èäåè, ïðèìåíÿþùèåñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå â A0, A4.

Ïóñòü ðîáîò áåç ôëàæêîâ äâèæåòñÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè. Ãðàíèöû (îñè êîîðäèíàò -

íåïðîõîäèìûå ñòåíêè è ðîáîò ìîæåò èõ îáíàðóæèâàòü.

A7. Ïóñòü â íà÷àëå ðîáîò íàõîäèòñÿ â êëåòêå ñ êîîðäèíàòàìè (2n, 0). Ñîñòàâüòå óíèâåð-

ñàëüíóþ ïî n (íåçàâèñÿùóþ îò n) ïðîãðàììó, ïåðåâîäÿùóþ ðîáîòà â êëåòêó (3n, 0) c ïîñëåäóþùåé
îñòàíîâêîé â íåé.

Óêàçàííûé â ýòîé çàäà÷å ïåðåõîä áóäåì íàçûâàòü ïåðåõîäîì îò 2n ê 3n.

A8. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, îñóùåñòâèòå ñëåäóþùèå ïåðåõîäû:

a) îò 2n ê 6n;
b) îò 2n ê 22

n
;

c) îò 2n ∗ 3m ê 2n ∗ 3m ∗ 5mn;

d) îò 2n ∗ 3m ê 2n ∗ 3m ∗ 5m+n;

e) îò 2n ê 2[
√
n];

f) îò 2n ê 2n
2
;

g) îò 2n ê 2kn , ãäå kn åñòü n-àÿ öèôðà äåñÿòè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ
√
2;

h) îò 2n ê 2kn , ãäå kn åñòü n-àÿ öèôðà äåñÿòè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ π?
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A9. Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 3 ôëàæêàìè ìîæåò îáîéòè n-ìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî.
A10. Äîêàæèòå, ÷òî ðîáîò ñ 3 ôëàæêàìè ìîæåò îáîéòè áåñêîíå÷íîå äåðåâî, êàæäàÿ âåð-

øèíà êîòîðîãî èìååò ñòåïåíü 3.

Ïîäâåäåíèå èòîãîâ. Ñîñòàâüòå òàáëèöó, îòðàæàþùóþ âîçìîæíîñòü îáõîäà ðàçëè÷íûõ îá-

ëàñòåé (ëåíòà, ïëîñêîñòü, ïîëóïëîñêîñòü, ÷åòâåðòü, ïðîñòðàíñòâî, äåðåâî) ñ ïîìîøüþ 0, 1, 2, 3
ôëàæêîâ.

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ öåïè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ïåðåä êîòîðûìè ñòîèò íåêîòîðàÿ

îáùàÿ çàäà÷à.

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà. Èìååòñÿ öåïü ñòðåëêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò îáùàòüñÿ òîëüêî ñ

äâóìÿ ñâîèìè íåïîñðåäñòâåííûìè ñîñåäÿìè. Öåïü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòðåëêîâ N (ìû óñòà-

íîâèì åãî ïîòîì), äâà êðàéíèõ ñòðåëêà èìåþò òîëüêî ïî îäíîìó ñîñåäó. Îäèí èç êðàéíèõ ñòðåëêîâ

ïîëó÷àåò êîìàíäó, ïîñëå ÷åãî ñòðåëêè äîëæíû äîãîâîðèòüñÿ è îäíîâðåìåííî ïðîèçâåñòè âûñòðåë.

A11. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ñòðåëêîâ N = 4. Ñóùåñòâóþò ëè ïðàâèëà ïîâåäåíèÿ ñòðåëêîâ, îáåñïå-

÷èâàþùèå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, åñëè êàæäûé ñòðåëîê ìîæåò òîëüêî òîëêàòü ëîêòÿìè îäíîãî

èëè äâóõ ñâîèõ ñîñåäåé?

A12. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ñòðåëêîâ N = 5 è ñòðåëêè íå òîëêàþòñÿ ëîêòÿìè, à ìîãóò ïåðå-

äàâàòü äðóã äðóãó ñîîáùåíèÿ 2 âèäîâ (a èëè b). Êðîìå òîãî, êàæäûé ñòðåëîê ìîæåò õðàíèòü

êîíå÷íûé îáúåì èíôîðìàöèè - êàæäûé ïîìíèò îäíî ÷èñëî îò 1 äî 16. Òî åñòü, êàæäûé ñòðåëîê

çíàåò èíñòðóêöèè, êîòîðûå ìû äàåì åìó è êðîìå òîãî, â òåêóùèé ìîìåíò îí ìîæåò çàïîìè-

íàòü ÷èñëî îò 1 äî 16. Ïðè ýòîì èíñòðóêöèè èìåþò âèä:

"åñëè ó òåáÿ ÷èñëî 6 � ïåðåäàé �a� âïðàâî è çàïîìíè 8"
èëè

"ïîëó÷èë �b� ñëåâà + ó òåáÿ 7 � ïåðåäàé �a� âëåâî è çàïîìíè 5".
Ìîæíî ëè çàäàòü èíñòðóêöèè òàê, ÷òîáû ñòðåëêè âûïîëíèëè çàäà÷ó?

Ìû îáñóäèëè ÷àñòíûå ñëó÷àè öåïåé ñòðåëêîâ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèÿ êîëè÷åñòâîì ïàìÿòè è

òèïîâ ñèãíàëîâ. Ïóñòü òåïåðü êîëè÷åñòâî ñòðåëêîâ êîíå÷íî, íî çàðàíåå íåèçâåñòíî, à ïàìÿòü è

êîëè÷åñòâî òèïîâ ñèãíàëîâ äëÿ îáìåíà îãðàíè÷åíû.

À13. (Çàäà÷à Ìàéõèëëà î ñòðåëê�àõ). Â ðÿä âûñòðîåíû N ñòðåëêîâ. Êàæäûé ñòðåëîê ìîæåò

çàïîìèíàòü êîíå÷íûé îáúåì èíôîðìàöèè è çíàåò êîíå÷íûé íàáîð ñëîâ. Ñòðåëêè ìîãóò îáùàòü-

ñÿ ìåæäó ñîáîé: çà 1 ñåêóíäó âðåìåíè êàæäûé ìîæåò ñêàçàòü ñâîèì ñîñåäÿì ñëåâà è ñïðàâà

íåñêîëüêî ñëîâ èç òîãî íàáîðà, êîòîðûé îí çíàåò (ïåðåäàòü ñèãíàë). Ó êàæäîãî ñòðåëêà â ðóæüå

çàðÿæåíà ïóëÿ. Ïåðåä âçâîäîì ïîñòàâëåíà çàäà÷à : âûñòðåëèòü îäíîâðåìåííî. Ìîæíî ëè äàòü

êàæäîìó ñòðåëêó êîíå÷íûé íàáîð èíñòðóêöèé (êàêîé ñèãíàë è êóäà ïåðåäàâàòü â çàâèñèìîñòè

îò ïîëó÷åíûõ ñèãíàëîâ äî ýòîãî), ÷òîáû âçâîä ñïðàâèëñÿ ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé, åñëè íà÷àëüíàÿ

êîìàíäà äàåòñÿ êðàéíåìó ñëåâà ñòðåëêó, à N çàðàíåå íå èçâåñòíî?

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè äàííîé çàäà÷è ïîëåçíî ïðåäñòâëÿòü ñåáå ñòðåëêîâ â âèäå êîíå÷íûõ àâòî-

ìàòîâ: óñòðîéñòâ ñîäåæàùèõ k ÿ÷ååê ïàìÿòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ çàïèñàíî ÷èñëî “0′′ èëè “1′′.
Êàæäûé àâòîìàò ìîæåò ïðèíèìàòü è îòïðàâëÿòü p ðàçíûõ ñèãíàëîâ, ïðè÷åì, åñëè íóæíî, ìîæåò

ðàáîòàòü íàëåâî è íàïðàâî â îäèí è òîò æå ìîìåíò ( â òîì ÷èñëå ïåðåäàâàòü è ïðèíèìàòü ñèãíà-

ëû îäíîâðåìåííî). Èñòðóêöèè àâòîìàòó - ýòî íàáîð ïðàâèë, ïî êîòîðûì àâòîìàò ìåíÿåò ñîñòîÿíèå

ñâîèõ ÿ÷ååê ïàìÿòè â çàâèñèìîñòè îò èõ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è ïðèíÿòûõ ñèãíàëîâ, à òàêæå íàáîð

ïðàâèë, ïî êîòîðûì àâòîìàò îòïðàâëÿåò ñèãíàëû â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñâîèõ ÿ÷ååê

ïàìÿòè. Áóäåì íàçûâàòü ýòî òåêóùåå ñîñòîÿíèå � âíóòðåííèì ñîñòîÿíèåì àâòîìàòà.

Óêàçàíèå. Ìîæíî îðãàíèçîâàòü äâà ñèãíàëà: îäèí ïåðåäàåòñÿ äàëåå, êàê òîëüêî ïîëó÷åí (â

ñëåäóþùóþ ñåêóíäó), à äðóãîé - ñ çàäåðæêîé íà 2 ñåêóíäû. Òîãäà ïåðâûé ñèãíàë áóäåò ðàñïðîñòðà-

íÿòüñÿ â òðè ðàçà áûñòðåå âòîðîãî. Â ìîìåíò, êîãäà ñèãíàë äîõîäèò äî êðàéíåãî ñïðàâà ñòðåëêà, òîò

ïîñûëàåò åãî îáðàòíî. Îïðåäåëèòå �ìåñòî âñòðå÷è� ñèãíàëîâ è ââåäèòå äîïîëíèòåëüíûå èíñòðóêöèè

äëÿ ñòðåëêîâ, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (ïîëó÷åíèÿ ñèãíàëîâ îäíîâðåìåííî ñ ðàçíûõ ñòîðîí).

À14. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îðãàíèçóéòå ñòðåëêîâ òàê, ÷òîáû îíè îäíîâðåìåííî âû-

ñòðåëèëè íå ïîçæå, ÷åì ÷åðåç 2N-2 ñåêóíäû.
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3 Öèêë B. Êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå ïîëóãðóïïû.

Ïðàâèëà ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ àâòîìàòàìè äîïóñêàþò ôîðìàëèçàöèþ â òåðìèíàõ àëãåáðû. Ñíà÷àëà

ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

ßçûê ïîëóãðóïï. Ïóñòü åñòü íåêîòîðûé êîíå÷íûé àëôàâèò A: ìíîæåñòâî áóêâ a, b, c.... Èç áóêâ
àëôàâèòà ìîæíî ñîñòàâëÿòü ñëîâà: êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ, íàïðèìåð abbc, a, cabcabcbbb
è ò.ï. Áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèåì ñëîâ A è B ñëîâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðèïèñûâàíèåì ñëîâà B
ñïðàâà ê ñëîâó A. Òàêèì îáðàçîì, àëôàâèò çàäàåò ìíîæåñòâî ñëîâ, ñ îïðåäåëåííîé íà íåì îïåðàöèåé

ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïîëóãðóïïîé áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ çàäàííîé íà íåì îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ

∗ (ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò èç ýòîãî æå ìíîæåñòâà)

è âûïîëíåííûì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ñâîéñòâîì a∗(b∗c) = (a∗b)∗c. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ
ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè.

Ïðèìåðû. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ïîëóãðóïïó, îòíîñèòåëüíî ñëîæå-

íèÿ. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, à

îòíîñèòåëüíî äåëåíèÿ - íåò, òàê êàê äåëèòü íà íóëü íåëüçÿ.

Çàäàâàåìîå àëôàâèòîì ìíîæåñòâî ñëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðèïè-

ñûâàíèÿ îäíîãî ñëîâà ê äðóãîìó. (Àññîöèàòèâíîñòü, î÷åâèäíî, ñîáëþäàåòñÿ). Áîëåå òî÷íî, òàêîå

ìíîæåñòâî ñëîâ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïîé. Åñëè àëôàâèò áóêâ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿþòñÿ

ñëîâà, êîíå÷íûé, òî ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé. (Òî åñòü ïîëóãðóïïà êîíå÷íî ïî-

ðîæäåíà, åñëè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïðåäñòàâèòü

â âèäå ïðîèçâåäåíèé âûáðàííûõ.) Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íûå àëôàâèòû è êîíå÷íî-

ïîðîæäåííûå ïîëóãðóïïû.

N-îé ñòåïåíüþ ñëîâà X íàçûâàåòñÿ ñëîâî, ïîëó÷àþùååñÿ âûïèñûâàíèåì ñëîâà X N ðàç ïîäðÿä.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå ñëîâ U è V ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñëîâ V è U , òî U è

V ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñòåïåíåé êàêîãî-òî ñëîâà A.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Ïóñòü òåïåðü â ïðîèçâîëüíîì ñëîâå ðàçðåøåíî çàìåíÿòü îäíî

ïîäñëîâî íà äðóãîå. Íàïðèìåð, ab ðàçðåøåíî çàìåíÿòü íà bca. Òîãäà ñëîâà ab è bca ñ÷èòàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè èëè �îäèíàêîâûìè�. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè âñå ñëîâà, ïðèâîäèìûå

îäíî ê äðóãîìó ïîñëåäîâàòåëüíûìè çàìåíàìè ïîäñëîâ íà ýêâèâàëåíòíûå èì. Òî åñòü, åñëè ab = bca,
òî aaab = aabca = abcaca = bcacaca, è çíà÷èò, aaab è bcacaca ýêâèâàëåíòíûå ñëîâà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè: ñîâîêóïíîñòè ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíûõ

ñëîâ. Ýëåìåíòàìè ïîëóãðóïïû áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñàìè êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. ×òîáû íàéòè ïðîèç-

âåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ-êëàññîâ, áåðóò èç êàæäîãî êëàññà ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ-ñëîâó, íàõîäÿò

ñëîâî- ïðîèçâåäåíèå. Ýòî ñëîâî âõîäèò â êàêîé-òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îí è îáúÿâëÿåòñÿ ïðîèç-

âåäåíèåì ýëåìåíòîâ-êëàññîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé

(ñëîâ èç êëàññîâ).

Íà ïðàêòèêå, â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû ðàññìàòðèâàþò ñëîâà. Ïðîñòî íåêîòîðûå èç íèõ

ñ÷èòàþò ðàâíûìè.

×òî æå íóæíî ñäåëàòü, ÷òîáû çàäàòü ïîëóãðóïïó? Äëÿ ýòîãî çàäàþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-

íèÿ, ýòî ïàðû ðàâíûõ (ýêâèâàëåíòíûõ), ïî îïðåäåëåíèþ, ñëîâ. Âñå ñëîâà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü

äðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûìè çàìåíàìè ïîäñëîâ íà èì ýêâèâàëåíòíûå, ñàìè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíû-

ìè.

Ïðèìåð. Âûÿñíèì óñòðîéñòâî ïîëóãðóïïû ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: ba = abb;
aa = a.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî. Â ñëó÷àå åñëè â ãäå-íèáóäü â ñëîâå ñòîÿò ïîäðÿä áîëåå

îäíîé áóêâû a, ìîæíî ïðèìåíèòü âòîðîå ñîîòíîøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî ïðèâîäèòñÿ
ê âèäó:

bk1abk2a . . . abkn , ãäå k1 ≥ 0, kn ≥ 0, k2, k3, . . . kn−1 > 0.

Äàëåå, âñå áóêâû a, ïîëüçóÿñü ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì, ìîæíî �ïåðåãíàòü� âëåâî, ïðèâåäÿ

ñëîâî ê âèäó anbk. Òåïåðü îïÿòü ïðèìåíÿåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå è ïðèâîäèì ñëîâî ê
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âèäó abn. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñëîâî, â êîòîðîå âõîäèò õîòü îäíà áóêâà a ïðèâîäèòñÿ

ê âèäó abn. Çíà÷èò, âñå ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû èìåþò âèä akbn, k = 0 èëè 1, n ≥ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ïîëóãðóïïà îïèñûâàåòñÿ ïàðàìè ÷èñåë (n, k), ïðè÷åì n = 0 èëè

1, k ≥ 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïàð ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâèëàì (n, k1) ∗ (0, k2) =
(n, k1 + k2), (n, k1) ∗ (1, k2) = (1, 2k1 + k2).

Ïîëóãðóïïà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé.

Äàëåå ìû áóäåì îáñóæäàòü òîëüêî êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå ïîëóãðóïïû. Íóëåâûì ýëåìåíòîì (íó-

ëåì) ïîëóãðóïïû íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò 0, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì ýëåìåíòå x âûïîëíåíî

0 ∗ x = x ∗ 0 = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè íóëü åñòü, òî îí îäèí. Ïîëóãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ íóëü,

íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé ñ íóëåì. Ïîëóãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ

êîíå÷íîé.

Îïðåäåëÿþùèå îòíîøåíèÿ â ïîëóãðóïïàõ ñëóæàò äëÿ çàäàíèÿ çàêîíîâ, ïî êîòîðûì ìîæíî ïðå-

îáðàçîâûâàòü ñëîâà. Ïîëóãðóïïû è àâòîìàòû, â êàêîé-òî ñòåïåíè, ðîäñòâåííûå îáúåêòû. Àâòîìàòû

ìîãóò àíàëèçèðîâàòü äàííûå è ïðîèçâîäèòü êàêèå-ëèáî äåéñòâèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííîé èí-

ôîðìàöèè. Ïîëóãðóïïû ìîãóò àíàëèçèðîâàòü è �îáðàáàòûâàòü� ñëîâà íåêîòîðûõ òèïîâ ïîñðåäñòâîì

îïðåäåëÿþùèõ îòíîøåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî îáíóëÿòü íåêîòîðûå ñëîâà. Ïðèìåíÿÿ �îáíóëÿþùèå�

ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî çàïðåùàòü íåíóæíûå íàì êîìáèíàöèè, è îñòàâëÿòü â ðàññìîòðåíèè òîëüêî

ñëîâà óäîáíîãî âèäà.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì êîíå÷íî-îïðåäåëåííóþ ïîëóãðóïïó, âñå íåíóëåâûå ñëîâà â êîòîðîé

èìåþò âèä anbkcl, ãäå n, k, l ≥ 0. Â äàííîì ñëó÷àå àëôàâèò ñîñòîèò èç òðåõ áóêâ, a, b, c.
Ââåäåì îïðåäåëÿþùèå îòíîøåíèÿ ba = 0, ca = 0, cb = 0. Ñðàçó âèäíî, ÷òî åñëè â ñëîâå

ïðèñóòñòâóåò c, òî òîëüêî â êîíöå ñëîâà, ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé ca = 0, cb = 0. Îòìå-
òèì, ÷òî â êîíöå ñëîâà ìîæåò áûòü íåñêîëüêî c, òî åñòü cl. Àíàëîãè÷íî, èç ñîîòíîøåíèÿ
ba = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå b ìîæåò áûòü òîëüêî c. Ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ñòàíäàðòíûé âèä.

Â çàäà÷å Ìàéõèëëà ñòðåëêè îáìåíèâàëèñü èíôîðìàöèåé, ïîñûëàÿ äðóã äðóãó ñèãíàëû. Â ïî-

ëóãðóïïå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîõîæåé êîíñòðóêöèåé ïðèåìà è ïåðåäà÷è ñèãíàëà. Ñèãíàëîì â

äàííîì ñëó÷àå ñëóæèò ñïåöèàëüíàÿ áóêâà, ïåðåìåùàþùàÿñÿ âíóòðè ìàññèâà äðóãèõ áóêâ áëàãîäàðÿ

çàäàííûì çàêîíàì.

Ïðèìåð. Ïóñòü åñòü êîíå÷íûé àëôàâèò L è A,B - áóêâû èç L. Ïîñòðîèì êîíå÷íî-

îïðåäåëåííóþ ïîëóãðóïïó, áåç íåíóëåâûõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ A è B îäíîâðåìåííî. Ïóñòü,

íàïðèìåð, àëôàâèò ñîñòîèò èç áóêâ A,B, c, d, e, t. Ââåäåì ñîîòíîøåíèÿ A = At, A = tA,
tc = ct, td = dt, te = et, tB = 0, Bt = 0.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî, ñîäåðæàùåå îäíîâðåìåííî è A è B. Äîêàæåì, ÷òî îíî

ðàâíî íóëþ. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ñëîâî ñîäåðæèò A ñëåâà îò B (äðóãîé ñëó÷àé

ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Âûäåëèì â íàøåì ñëîâå ïîäñëîâî âèäà AXB, ãäå X ñîñòîèò

èç áóêâ c, d, e, t. Ñîãëàñíî ââåäåííûì ñîîòíîøåíèÿì, AXB = AtXB = AXtB = 0.

B0. Îáðàçóþò ëè ïîëóãðóïïû:

a) Îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ïî óìíîæåíèþ;

b) Íàòóðàëüíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ ñóììû êâàäðàòîâ;

c) Êâàäðàòû íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ;

d) Ñëîâà â àëôàâèòå a, b c ïåðâîé áóêâîé a;
e) ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ñóììû äâóõ êóáîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî óìíîæå-

íèÿ;

f) ìíîæåñòâî äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùèå â ñåáÿ åäèíè÷íûé êóá, îòíîñèòåëüíî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ?

B1. Îïèøèòå ïîëóãðóïïó, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè bab = 0; baa = baca; ca = ac; cbb = 0;
bbb = 0. Êîíå÷íà ëè îíà?

B2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëóãðóïïà êîíå÷íà, òî â íåé íàéäåòñÿ ýëåìåíò a, òàêîé, ÷òî a∗a =
a.
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Ýëåìåíò ïîëóãðóïïû a, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ a2 = a íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíûì

ýëåìåíòîì, èëè èäåìïîòåíòîì.

B3. Â àëôàâèòå èíäåéöåâ N áóêâ. Èç íèõ èíäåéöû ñîñòàâëÿþò ñëîâà. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå

ñëîâî, ïîâòîðåííîå äâàæäû, îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è ñàìî ñëîâî, à çàìåíà ïîäñëîâà íà åãî

êâàäðàò íå ìåíÿåò ñìûñëà âñåãî ñëîâà. Íàïðèìåð, êîðîðîâà îçíà÷àåò òî æå, ÷òî è êîðîâà.

Äîêàæèòå, ÷òî â ÿçûêå èíäåéöåâ êîíå÷íîå ÷èñëî ïîíÿòèé, åñëè:

à) N = 2;
b) N = 3;
c) N - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðèìå÷àíèå. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ ýòîé çàäà÷è íà ÿçûêå ïîëóãðóïï çâó÷èò òàê:

Èäåìïîòåíòíàÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ïîëóãðóïïà êîíå÷íà.

B4. Ïóñòü åñòü êîíå÷íûé àëôàâèò L è A,B,C - áóêâû èç L. Ïîñòðîéòå êîíå÷íî-îïðåäåëåííóþ
ïîëóãðóïïó, áåç íåíóëåâûõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ A, B C îäíîâðåìåííî.

B5. Ïóñòü R1, R2, R3, a, b, c, d ∈ L. Ïîñòðîéòå êîíå÷íî-îïðåäåëåííóþ ïîëóãðóïïó, âñå íåíóëåâûå

ñëîâà â êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïîäñëîâà ñëîâà âèäà an1R1b
n2R2c

n3R3d
n4, ãäå ni ≥ 0.

B6. Ïóñòü a, b ∈ L. Ïîñòðîéòå êîíå÷íî-îïðåäåëåííóþ ïîëóãðóïïó, òàêóþ, ÷òî êîëè÷åñòâî

âõîæäåíèé a â íåíóëåâîå ñëîâî ñ äëèíîé áîëüøåé 1 íå ìåíüøå êâàäðàòà âõîæäåíèé b â òî æå

ñëîâî.

Ôóíêöèåé ðîñòà GS(n) ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà n âûðàæàþùàÿ êîëè÷å-

ñòâî íåíóëåâûõ ðàçëè÷íûõ ñëîâ äëèíû íå áîëåå n (Ïðè ïîäñ÷åòå â êà÷åñòâå äëèíû áåðåòñÿ äëèíà

ñàìîãî êîðîòêîãî èç êëàññà ýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ.) Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî GS(n) - ôóíêöèÿ, ýê-
âèâàëåíòíàÿ ìíîãî÷ëåíó èëè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò n. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ðàçìåðíîñòü

Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà ïîëóãðóïïû, ðàâíàÿ ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè ïðè ñòàðøåì êîýôôèöèåíòå GS(n).
B7.Ïîñòðîéòå êîíå÷íî-îïðåäåëåííóþ ïîëóãðóïïó ñ íåöåëîé ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà.

B8. Ïîñòðîéòå êîíå÷íî-îïðåäåëåííóþ ïîëóãðóïïó ñ ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà, ðàâ-

íîé 2, 5.
B9. Ïóñòü äàíî ÷èñëî α > 2.5 òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ åãî äåñÿòè÷íûõ

çíàêîâ. (Êîíñòðóêòèâíîå ÷èñëî. Íàïðèìåð, π ÿâëÿåòñÿ òàêèì ÷èñëîì). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ïîëóãðóïïà ñ ðàçìåðíîñòüþ Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà, ðàâíîé α.
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